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ก 

คุยกับกองบรรณาธิการฝายบริหาร 

สวัสดี ทานผูอานวารสารคณิตศาสตรทุกทาน 

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ มีภารกิจหลักในการสนับสนุน

การศึกษาและพัฒนาดานคณิตศาสตร จึงไดจัดทําวารสารคณิตศาสตรขึ้น เพ่ือเผยแพรผลงานวิชาการ

และวิจัยดานคณิตศาสตร คณิตศาสตรประยุกต คณิตศาสตรศึกษา รวมถึงศาสตรอ่ืน ๆ ที่ไดนํา

คณิตศาสตรไปประยุกตใชงาน  

กิจกรรมหน่ึงที่ เปนการสนับสนุนการศึกษาและพัฒนาดานคณิตศาสตร ของสมาคม

คณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ คือ การจัดประกวดโครงงานคณิตศาสตร ในระดับมัธยมศึกษาตอนตน

และมัธยมศึกษาตอนปลาย โดยรวมมือกับสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 

โครงงานที่ผานการคัดเลือกรอบแรกตองมาจัดแสดงและเสนอผลงานในชวงสัปดาหวันวิทยาศาสตร

แหงชาติ ซึ่งปน้ีตรงกับวันอาทิตยที่ 18 สิงหาคม 2562 ภายในเลมน้ีจะมีผลการประกวดโครงงาน

วิทยาศาสตรดังกลาว และกองบรรณาธิการฝายบริหารวารสารคณิตศาสตร ขอแสดงความยินดีกับ

โรงเรียนและนักเรียนที่ไดรางวัลทุกคนดวย 

กองบรรณาธิการฝายบริหารหวังเปนอยางย่ิงวาทุกบทความที่นําเสนอ จะเปนประโยชนแก

ทานผูสนใจ รวมทั้งจะเปนการพัฒนางานดานคณิตศาสตรใหกาวหนาตอไป ทั้งน้ีขอเชิญชวน นักเรียน 

นิสิตนักศึกษา ครู อาจารย นักวิจัย และผูสนใจ รวมเสนอบทความเพ่ือเผยแพรในวารสารคณิตศาสตร 

โดยทุกบทความจะผานกระบวนการพิจารณาจากผูทรงคุณ วุฒิ  (peer review) หากทานมี

ข อ เส น อ แ น ะ  ติ ช ม เกี่ ย ว กั บ ว า รส า รค ณิ ต ศ าส ต ร  ท า น ส าม ารถ ติ ด ต อ ได ที่  อี เม ล 

MathThaiOrg@gmail.com 

ในโอกาสที่ใกลถึงวันปใหมแลว ในชวงเวลาที่พิเศษน้ีกองบรรณาธิการฝายบริหารขอสงความ

ปรารถนาดีใหทุกทานมีความสุข สมหวัง มีบานและครอบครัวที่อบอุน มีมิตรสหายที่ดี สวัสดีวันปใหม 

2563 
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กติกาและคําแนะนําสําหรับผูประสงคสงบทความเพื่อลงตีพมิพในวารสารคณิตศาสตร 

 วารสารคณิตศาสตรเปนวารสารวิจัยและวิชาการ ที่จัดทําขึ้นโดยสมาคมคณิตศาสตรแหง

ประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ เปดรับบทความวิจัย บทความวิชาการ และบทความทั่วไป ที่เปน

ภาษาไทยหรือภาษาอังกฤษ โดยทุกบทความจะไดรับการคัดกรองจากผูทรงคุณวุฒิ เพ่ือลงตีพิมพใน

วารสารคณิตศาสตร 

กติกาของวารสารคณิตศาสตร 

วารสารคณิตศาสตรไดปฏิบัติตามเกณฑทั้งเชิงปริมาณ และเชิงคุณภาพของศูนยดัชนีการ

อางอิงวารสารไทย (Thai Journal Citation Index Center : TCI) อยางเครงครัด ดังน้ันจึงกําหนด

กติกาและแนวทางในการบริหารจัดการวารสารคณิตศาสตร ดังน้ี 

ช่ือวารสาร 
(ภาษาไทย) 

วารสารคณิตศาสตร 
โดยสมาคมคณติศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ  

ช่ือวารสาร 
(ภาษาอังกฤษ) 

Mathematical Journal  
by The Mathematical Association of Thailand  
Under The Patronage of His Majesty The King 

กําหนดการเผยแพร ปละ 3 ฉบับ ฉบับที่ 1  มกราคม – เมษายน   
                ฉบับที่ 2  พฤษภาคม – สิงหาคม 
                ฉบับที่ 3  กันยายน – ธันวาคม 

ขอบเขตของ
บทความที่จะรบั
ตีพิมพในวารสาร 

บทความจะตองเกี่ยวของกับคณิตศาสตร คณิตศาสตรศึกษา หรือ
คณิตศาสตรประยุกตในสาขาตาง ๆ เชน 

- วิทยาศาสตรและเทคโนโลยี 
- เศรษฐศาสตร การเงิน และการประกันภัย 
- บริหารธุรกิจ โลจิสติกส และซัพพลายเชน 
- วิศวกรรมศาสตร  

และสาขาอ่ืน ๆ ที่มีการนําทฤษฎีและหลักการทางคณิตศาสตรไปใชอยาง
ถูกตอง 
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การพิจารณา
กลั่นกรองบทความ
ของวารสาร 

ทุกบทความกอนลงตีพิมพในวารสารตองไดรับการพิจารณากลั่นกรองจาก
ผูทรงคุณวุฒิในสาขาที่เก่ียวของ โดยผูทรงคุณวุฒิไมมีสวนไดสวนเสียกับ
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ABSTRACT 

This general article presents an interesting part of Plato’s biography and his 

mathematician quote.  

Keywords:  Plato, Biography, Mathematician quote 

บรรยากาศสงัคมกรีกโบราณในสมัยเฮลเลนิก เม่ือประมาณ 507 – 323 ปกอนคริสตกาลนั้น เต็ม

ไปดวยการใชเหตุผลอยางเสรี ผูคนถือเอาการอภิปรายทางความรูและการเมืองเปนวิถีชีวิต ซ่ึงนับเปน

รากฐานสําคัญของการนําไปสูการเขาใจธรรมชาติ การกอรางสรางแนวคิดเชิงปรัชญา การแสวงหา

ความรูเก่ียวกับโลก คณิตศาสตร และศิลปะ อยางท่ีไมมีอารยธรรมใดจะมาเปรียบ  

 

รูปท่ี 1 เพลโต  

เพลโต (Plato : 428 - 348 ปกอนคริสตกาล) เปนหนึ่งในนักปราชญนามอุโฆษในยุคนั้น เขาเปน

ศิษยคนสําคัญของโสกราตีส (Socrates : 470 - 399 ปกอนคริสตกาล) และเปนครูคนสําคัญของ 

อริสโตเติล (Aristotle : 384 - 322 ปกอนคริสตกาล) ซ่ึงท้ังสามทานนับไดวาเปนปรัชญาเมธีคน

สําคัญของกรีกท่ีมีบทบาทอยางสูงตอแนวคิดทางปรัชญาของโลกตะวันตก นอกจากนี้เพลโตยังไดรับ

อิทธิพลทางความคิดอยางมากจาก พีทาโกรัสแหงซามอส นักคณิตศาสตรชื่อดังแหงยุคอีกดวย เพลโต 

เชื่อวาโลกนั้นมีสองแบบ หนึ่งเปนโลกท่ีปรากฏใหสามารถเขาถึงไดดวยประสาทสัมผัสท้ังหา และ

ความรูท่ีไดมาจากการเขาถึงนั้นก็นับเปนความรูเฉพาะ สวนอีกหนึ่งเปนโลกท่ีแทจริง หรือโลกของ

แบบซ่ึงแมไมปรากฏใหเห็น แตเขาถึงไดดวยปญญาความคิด และความรูท่ีไดมานั้นก็เปนสิ่งสากล  

เฉกเชนเดียวกันความรูทางคณิตศาสตร ท่ีนักคณิตศาสตรสามารถเขาใจความจริงไดโดยผานเพียง

ความคิด [1] 
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ท่ีเอเธนส เพลโต ไดกอตั้ง อะแคเดมี (The Academy) ซ่ึงเปนสํานักศึกษาท่ีสอนเก่ียวกับปรัชญา 

วิทยาศาสตร คณิตศาสตร ดาราศาสตร และการเมือง มีวิธีการสอนท่ีทันสมัย เนนการมีสวนรวมใน

การตั้งคําถาม การตอบคําถามดวยเหตุผล และการคนหาความจริงดวยตนเอง เพลโต ใหความสําคัญ

กับวิชาคณิตศาสตรเปนอยางมาก โดยเฉพาะอยางยิ่งกับเรขาคณิต วากันวาเหนือประตูทางเขาอะแค

เดมี มีการจารึกขอความคลายเปนคําเตือนใจสําหรับผูท่ีจะผานเขามาวา “หากสูเจาไมใสใจในเรขา ก็

หาควรกาวเขามาท่ีนี่ไม (Let no-one ignorant of geometry enter here.)” [2] ดวยความยิ่งใหญ

ของอะแคเดมี จึงอาจกลาวไดวา สํานักศึกษาแหงนี้มีศักดิ์เทียบเสมอมหาวิทยาลัยแหงแรกของโลก 

[3] 

เพลโต มีผลงานเปนงานเขียนมากมาย ท้ังดานปรัชญา จริยศาสตร การเมือง การศึกษา 

วิทยาศาสตร คณิตศาสตร โดยมากเขาใชเทคนิคการเลาเรื่องผานบทสนทนา หนึ่งในงานเขียนสําคัญท่ี

เปนท่ีรูจักกันดี คือ ไทมาอุส (Timaeus) ซ่ึงมีเนื้อความอธิบายเก่ียวกับหลักปรัชญาตามแบบของ  

เพลโต และในหนังสือเลมนี้เอง เพลโต ไดนําเสนอแนวคิดเก่ียวกับ ทรงตันเพลโต (Platonic Solid) 

หรือทรงหลายหนาปรกติ (regular polyhedron) ไววา เปนทรงหลายหนา ท่ีจุดยอดทุกจุด

ประกอบดวยรูปหลายเหลี่ยมดานเทามุมเทาชนิดเดียวกันท่ีมีขนาดเทากันในจํานวนท่ีเทากัน ซ่ึงมี

เพียง 5 แบบเทานั้น ไดแก ทรงสี่หนา (tetrahedron) ทรงหกหนาหรือลูกบาศก (hexahedron or 

cube) ทรงแปดหนา (octahedron) ทรงสิบสองหนา (dodecahedron) และทรงยี่สิบหนา 

(icosahedron) นอกจากนี้ เพลโตยังเชื่อวาทรงเหลานี้เปนธาตุมูลฐานของจักรวาล กลาวคือ  

ทรงสี่หนาเปนตัวแทนของธาตุไฟ ลูกบาศกเปนตัวแทนของธาตุดิน ทรงแปดหนาเปนตัวแทนของ 

ธาตุลม ทรงยี่สิบหนาเปนตัวแทนของธาตุน้ํา และทรงสิบสองหนาเปนทรงตันซ่ึงพระผูเปนเจาใช

รังสรรคดาราจักรในสรวงสวรรคของพระองค [4] โดยตอมาภายหลังยุคลิดแหงอะเล็กซานเดรีย 

(Euclid of Alexandria) ไดนําเสนอบทพิสูจนท่ีสมบูรณเก่ียวกับทรงตันเพลโตไวในทฤษฎีบทในชวง

สุดทายของดิเอลลิเมนทเลมสุดทาย [5] 

แมวาผลงานทางคณิตศาสตรของเพลโต จะไมได มีมากมายหรือโดดเดนเทียบชั้นเทา 

นักคณิตศาสตรชื่อดังทานอ่ืน ๆ แตก็เปนท่ียอมรับกันโดยดุษณีวา เพลโต เปนนักคณิตศาสตรผูยิ่งใหญ

ดวยการเปนผูสรางนักคณิตศาสตรคนสําคัญใหกับโลกใบนี้ ชวงชีวิต 80 ปของเพลโต และราว 300 ป

ของอะแคเดมี นับเปนชวงเวลาท่ีทรงคุณคา ปญญาความคิดและสรรพวิทยาท่ีเขาไดวางรากฐานไวนั้น 

ไดรับการสานตอ จากรุนสูรุน และดํารงอยูนับเนื่องเปนพัน ๆ ป  
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ผลงานสําคัญของเพลโตอีกหนึ่งชิ้น เปนหนังสือท่ีอรรถาธิบายถึงลักษณะของสังคมสมบูรณแบบ 

ชื่อ อุตมรัฐ (The Republic) โดยความตอนหนึ่งไดกลาวถึงการศึกษาเรขาคณิตไวไดอยางลึกซ้ึงกินใจ 

และสะทอนความงดงามของเรขาคณิตไดอยางจับใจวา 

They are not thinking about these figures but of those things which the figures 

represent; thus, it is the square in itself and the diameter in itself which are the matter 

of their arguments, not that which they draw; similarly, when they model or draw 

objects, which may themselves have images in shadows or in water, they use them in 

turn as images, endeavouring to see those absolute objects which cannot be seen 

otherwise than by thought. [6] 

 

เขามิได คิดคํานึง ถึงรูปนี้  แตมุงหมาย ในฤดี ท่ีสิ่งนั้น 

สิ่งซ่ึงอาจ วาดรูปไว ใชแทนกัน  และรูปนั่น ก็แคเปน เชนตัวแทน 

จัตุรัส จึงจัตุรัส เพราะจัตุรัส  ปรากฏชัด ดวยนิยาม งามหนักแนน 

ผานศูนยกลาง เสนท่ีสราง ท้ังดินแดน ก็ไมแมน เสนผานกลาง อยางแบบตน 

จึงความคิด เยี่ยงนี้ สิไดใช   อํานวยให เสริมหรือลาง อางเหตุผล 

ตองหมายอิง สิ่งนั้นไว ในกมล  ใชบันดล ท่ีรูปลักษณ ประจักษตา  

อุปมา เหมือนเขาสราง รางรูปไว  แทนความคิด ในหทัย ท่ีหมายวา 

 นั่นคือเงา สิ่งจําลอง ของมายา  เปนภาพยอน สะทอนตา ธาราธาร  

 แลวจึงใช รูปจําลอง ใหมองเห็น  สิ่งสัมบูรณ อันงามเดน เปนแกนสาร 

 ซ่ึงเพียงเนตร มิอาจพบ ประสบพาน เพราะสัมบูรณ เฉพาะผาน ทางความคิด 
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บทคัดยอ 

เทคนิคการสอนมีความสําคัญที่จะชวยใหนักเรียนมีความต้ังใจในการเรียน ทําใหการเรียน 

การสอนมีประสิทธิภาพมากขึ้น นักเรียนสนุกสนานในการเรียนและมีความรู เทคนิคการสอน

คณิตศาสตร ไดแก (1) เทคนิคการนําเขาสูบทเรียน โดยการเลาประวัติคณิตศาสตรและการทบทวน

ความรูพ้ืนฐานกอนการเรียนเรื่องใหม (2) เทคนิคการถามคําถาม การถามคําถามของครูจะชวย

กระตุนความคิดของนักเรียน ตรวจสอบความเขาใจ และความมีเหตุผลของนักเรียน (3) เทคนิคการ

สรางแรงจูงใจ ครูควรใหแบบฝกหัดที่เหมาะสมกับความสามารถของนักเรียน ทําใหนักเรียนรูสึกวา

ตนเองประสบความสําเร็จ (4) เทคนิคการยกตัวอยาง โดยเริ่มจากการใหตัวอยางที่งายกอน และมี

ตัวอยางหลายตัวอยางที่เก่ียวของกับชีวิตจริงและสิ่งแวดลอม (5) เทคนิคการใชสื่อการเรียนรู ครูอาจ

ใชสื่อที่ครูประดิษฐขึ้นเอง สื่อสําเร็จรูป หรือสื่อเทคโนโลยี ที่จะชวยกระตุนความสนใจของนักเรียน 

(6) เทคนิคการสรุปบทเรียน นักเรียนตองสรุปสิ่งที่นักเรียนไดเรียนในแตละคาบ เพ่ือนําความรูน้ันไป

ใชในการแกปญหาและการเรียนคณิตศาสตรในระดับที่สูงขึ้นตอไป 

คําสําคญั:  เทคนิคการสอนคณิตศาสตร เทคนิคการนําเขาสูบทเรียน เทคนิคการสรางแรงจูงใจ  
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ABSTRACT 

Teaching technique is important for helping students’  intention in learning and 

making instruction more effectively. The students enjoy learning and have knowledge. 

There are many technique for teaching mathematics such as ( 1)  The introductory 

lesson technique:  telling mathematics history and reviewing students’  background 

knowledge before starting a new topic.  (2)  Asking question technique:  the teacher’s 

questions will help students’  thinking impulse and test their understanding and 

reasoning. (3) Constructed reinforcement technique: the teacher should give students 

appropriate exercises according to their ability so that they feel successful.  (4)  Giving 

example technique: starting from easy example and there are many examples related 

to real life and the environment.  ( 5)  Using learning materials technique:  there are 

learning materials that the teacher made, ready- made materials, and technology 

materials. These will help stimulate students’ interest. (6) Summary lesson technique:  

students have to summarize what they learn in each period.  They can bring their 

knowledge in solving problems and further study in higher mathematics.  

Keywords:  Mathematics teaching technique, Introductory lesson technique, 

Constructed reinforcement technique 

คําวา “เทคนิค” (technique) เปนคํานามตามพจนานุกรมฉบับราชบัณฑิตยสถาน พ.ศ. 2556 

หนา 580 [2] แปลวา ศิลปะหรือกลวิธีเฉพาะวิชาน้ัน ๆ การสอนเปนทั้งศาสตรและศิลป ครูผูสอนจึง

ตอง มีความรู ทักษะและเทคนิคตาง ๆ ที่จะนํามาใชในการสอน เพ่ือชวยทําใหนักเรียนเกิดการรับรูมี 

การเรียนรูทําใหเกิดการเปลี่ยนแปลงพฤติกรรม นักเรียนมีความรู มีความสนุกสนานในการเรียน  

ต้ังใจเรียน ทําใหการเรียนการสอนมีประสิทธิภาพมากขึ้น 

การสอนคณิตศาสตร ในระดับช้ันตาง ๆ น้ันแตกตางกัน ในระดับปฐมวัย นักเรียนชอบการ

เคลื่อนไหว อยากรู อยากเห็น อยากทดลอง ชอบถามคําถาม ดังน้ันในการจัดการเรียนการสอน 

ครูตองจัดกิจกรรมใหนักเรียนไดลงมือปฏิบัติ และชวงความสนใจของนักเรียนจะเปนชวงสั้น ๆ ครูจึง

ตองจัดกิจกรรมอยางหลากหลาย มีการบูรณาการการสอนวิชาคณิตศาสตรกับวิชาอ่ืน ๆ นักเรียน
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เรียนรูคณิตศาสตรดวยการสังเกต การแยกแยะสิ่งของตาง ๆ ตามลักษณะของสี รูปราง ขนาด 

นักเรียนไดจับตองสื่อการเรียนรูน้ัน เชน ในการสอนเรื่องจํานวนนับ ต้ังแต 1 ถึง 9 นักเรียนตองไดนับ

สิ่งของตาง ๆ ไดแก ตัวนับ ไมไอศกรีม ซึ่งนักเรียนจะไดเรียนรูคณิตศาสตรจากรูปธรรม (concrete) 

กอนสื่อก่ึงรูปธรรม (semi-concrete) ไดแก รูปภาพ และนามธรรม (abstract) ไดแก สัญลักษณ 

เครื่องหมาย ตัวเลข การลงมือปฏิบัติในการเรียนคณิตศาสตร นักเรียนจะเรียนดวยความสนุก 

ไดความรู และสามารถนําความรูทางคณิตศาสตรไปใชได การสอนคณิตศาสตรในระดับประถมศึกษา 

นักเรียนจะเรียนเรื่องการดําเนินการ (การบวก การลบ การคูณ และการหาร) ดวยความเขาใจ เมื่อครู

ใชสื่อการเรียนรูที่เปนรูปธรรม ทําใหนักเรียนเกิดความคิดรวบยอดในเรื่องน้ัน ๆ สําหรับการสอน

คณิตศาสตรในระดับมัธยมศึกษา สื่อการเรียนรูยังมีความสําคัญที่จะชวยใหเน้ือหาสาระที่มีความเปน

นามธรรมน้ันเขาใจไดงายขึ้น และการเรียนคณิตศาสตรในระดับช้ันที่สูงขึ้น ตองอาศัยความรูพ้ืนฐาน 

ที่นักเรียนเคยเรียนมาแลว ดังน้ันกอนการสอน ครูตองทราบวานักเรียนตองมีความรูเรื่องใดมากอน

การเรียนเรื่องใหม 

1. เทคนิคการนาํเขาสูบทเรียน 

ครูอาจใชการทบทวนความรูที่นักเรียนไดเรียนไปแลวเมื่อช่ัวโมงที่แลวกอนที่จะเริ่มสอนบทเรียน

ใหม ซึ่งตองใชความรูเดิมที่เรียนไป ซึ่งเปนการยํ้าความรูที่นักเรียนไดเรียนไป เพ่ือนักเรียนจะได

เ ช่ือมโยงความรู เดิมกับความรูใหม ทําใหนักเรียนเขาใจบทเรียนไดรวดเร็วขึ้น ตัวอยางเชน  

การทบทวนความรูเก่ียวกับจํานวนเฉพาะกอนการเรียนเรื่องการหา ห.ร.ม. และ ค.ร.น. เปนตน  

การทบทวนอาจจะทําไดโดยการใหนักเรียนต้ังคําถามซึ่งกันและกัน สรุปสิ่งที่นักเรียนเรียนไปแลว

อยางสั้น ๆ การรองเพลงเกี่ยวกับคณิตศาสตร เชน เพลงการสลับที่ การบวก การลบ การคูณ การหาร 

เน้ือรอง ศาสตราจารย ยุพิน พิพิธกุล ทํานองพมารําขวาน [1] 

หกบวกหาเทากับหาบวกหก (ซ้ํา) แตหกลบหาไมเทากับหาลบหก (ซ้ํา) 

หกคูณหาเทากบัหาคูณหก แตหกหารหาไมเทากับหาหารหก 

จะขอหยิบยกสลับที่ไดเมื่อบวกคูณ 

การเลนเกม 24 โดยใหนักเรียนนําจํานวนนับมาบวกลบคูณหารกันแลวไดผลลัพธเทากับ 24 เชน 

2 ×  (6 – 4) ×  (14 – 8) = 24 การอภิปรายเก่ียวกับพาราโบลาที่นักเรียนมองเห็นในชีวิตจริง เชน 
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จานดาวเทียม จานสะทอนแสงของไฟฉาย ไฟหนารถยนต เตาหุงตมดวยพลังงานแสงอาทิตย ซึ่งมี

พ้ืนผิวเปนพาราโบลา นอกจากน้ีในการสอนคณิตศาสตร ครูอาจนําเขาสูบทเรียนโดยการเลาประวัติ

นักคณิตศาสตร และมีรูปของนักคณิตศาสตรประกอบ เชน ในการสอนเรื่องอนุกรม ครูเลาประวัติของ 

Carl Friedrich Gauss (ค.ศ. 1777 – 1855)  

 

 

 

 

 
รูปที่ 1 Gauss  

ซึ่งเปนนักคณิตศาสตรชาวเยอรมัน และสามารถคิดหาผลบวกของจํานวนต้ังแต 1 ถึง 100 ได ต้ังแต

เกาสอายุ 7 ขวบ โดยไดคําตอบของผลบวกของจํานวนเหลาน้ีเทากับ 5,050 ซึ่งเกาสมีวิธีการคิด [3] 

ดังน้ี  

ให s  แทน ผลบวกของจํานวนเต็มบวกต้ังแต 1 ถึง 100 

ดังน้ัน s 1 2 3 98 99 100= + + + + + +     …(1) 

และ  s 100 99 98 3 2 1= + + + + + +     …(2) 

นํา (1) และ (2) มารวมกันได (ดังภาพที่แสดงขางลาง) 

,

s 2 101 101 101 101 101 101

101 100

10 100

= + + + + + +
= ×
=

 

, ,s 10 100
5 050

2
= =  

ดังน้ัน ผลบวกของจํานวนเต็มบวกต้ังแต 1 ถึง 100 เทากบั 5,050 

1 2 3    101   98 99 100 

        
101 

101 

 

101 
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การเลาประวัติการคิดคํานวณแบบอียิปตในสมัยโบราณ ที่เขียนอยูบนกระดาษไรน ปาปรัส 

(Rhind Papyrus) ซึ่งคนพบเมื่อประมาณป ค.ศ. 1858 และปจจุบันเก็บรักษาไวที่พิพิธภัณฑ ใน

ประเทศอังกฤษ [4] 

เลขคณิตแบบอียิปตน้ีมีวิธีการคิดคํานวณเกี่ยวกับการคูณและการหารในรูปของการบวกดังน้ี เชน 

(1) จงหาผลคณูของ 19 กับ 71  

กรณีที่ 71 เปนตัวคูณ 
 

 

 

 

 

                ,ผลรวม1 2 16 19 1 349+ + = →  

กรณีที่ 19 เปนตัวคูณ 

จํานวนเต็มบวก ผลคูณของ 19  

1 19  

2 38  
4 76  
8 152  

16 304  

32 608  

64 1,216  

    ,ผลรวม1 2 4 64 71 1 349+ + + = →  

ดังน้ันผลคูณของ 19 กับ 71 เทากับ 1,349 

จํานวนเต็มบวก ผลคูณของ 71  

1 71  

2 142  
4 284  

8 568  

16 1,136  
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สําหรับวิธีการคิดแบบดังกลาวขางตน ปจจุบันเรียกวา วิธีการคูณแบบรสัเซีย (Russian multiplied) 

ซึ่งยังมีการสอนในประเทศรสัเซีย 

(2) จงหาผลหารตอไปน้ี 

ก. 91 หารดวย 7 

จํานวนเต็มบวก ผลคูณของ 7  

1 7  
2 14  

4 28  
8 56  

     ผลรวม1 4 8 13 91+ + = →  

ดังน้ันผลลัพธของ 91 7÷  เทากับ 13 

ข. 35 หารดวย 8 

จํานวนเต็มบวก ผลคูณของ 8  

1 8  

2 16  

4 32  
1
2

 4  

1
4

 2  

1
8

 1  

 1 1 3 ผลรวม4 4 35
4 8 8

+ + = →  

ดังน้ันผลลัพธของ 35 8÷  เทากับ 34
8

 

การนําเขาสูบทเรียน โดยใชสื่อการเรียนรูประเภทเทคโนโลยี เชน การสอนเรื่องเสนขนาน ครูอาจ

นําเสนอภาพสิ่งแวดลอมในชีวิตที่นักเรียนมองเห็น เชน รางรถไฟ หองเรียน ที่มีอุปกรณตาง ๆ ที่
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ประกอบดวยเสนขนาน ใหนักเรียนอภิปรายรวมกัน ซึ่งจะทําใหนักเรียนเห็นวาวิชาคณิตศาสตร

เกี่ยวของกับนักเรียนอยางไร 

2. เทคนิคการใชคําถาม 

การใชคําถามของครูชวยดึงดูดความสนใจของนักเรียน เปนการกระตุนใหนักเรียนคิดและตอบ

คําถาม อาจเปนการทบทวนความรูในสิ่งที่นักเรียนไดเรียนไปแลว ชวยตรวจสอบและประเมินผล

ความรูความเขาใจของนักเรียน ทําใหนักเรียนมีสวนรวมในการเรียนการสอน และอาจชวยระงับ

พฤติกรรมที่ไมพึงประสงคได เพราะขณะที่ครูถามคําถามนักเรียนจะตองต้ังใจฟงคําถามน้ันเพ่ือคิดหา

คําตอบ ชวยในการวินิจฉัยขอบกพรองของนักเรียน และปรับปรุงการสอนของครู 

ประเภทของคําถามมี 5 ประเภท คือ [3] 

1. คําถามเพ่ือตรวจสอบความคิดของนักเรียนในสิ่งที่นักเรียนเพ่ิงเรียนรูไป เชน มุมฉากคือ

มุมทีม่ีขนาดกี่องศา 

2. คําถามเฉพาะเน้ือหาใดเน้ือหาหน่ึง เชน 68 97+ =   หรือความคิดรวบยอดเรื่องใด

เรื่องหน่ึง เชน รูปสี่เหลี่ยมผืนผาคืออะไร ซึ่งคําตอบที่ถูกตองจะมีเพียงคําตอบเดียว 

3. คําถามปลายเปด เปนคําถามที่นักเรียนตองใชความคิดกอนที่จะตอบ คําถามน้ันจะไมถาม

วา ถูกหรือผิด ใชหรือไมใช แตเปนคําถามที่ถามวา “ทําไม” “อยางไร” “เพราะเหตุใด” โดยตองมี

เหตุผลประกอบ ซึ่งคําถามประเภทน้ีจะชวยสงเสริมความคิดของนักเรียน เชน m n1 1− −+  กับ 

( )m n 1−+  เทากันหรือไม เพราะเหตุใด คําตอบ ไมเทากัน เพราะ m n m n
1 1 1 1− −+ = +  

m n
mn
+= และ ( )m n 1−+

1
m n




 

4. คําถามเปด ซึ่งภาษาอังกฤษเรียกวา open question เปนคําถามที่มีคําตอบไดมากกวา 

หน่ึงคําตอบ เชน รูปสี่เหลี่ยมผืนผาที่มีพ้ืนที่ 24 ตารางหนวย มีดานกวางและดานยาวเปนเทาไร 

คําตอบ (1) ดานกวาง 1 หนวย ดานยาว 24 หนวย (2) ดานกวาง 2 หนวย ดานยาว 12 หนวย 

(3) ดานกวาง 3 หนวย ดานยาว 8 หนวย และ (4) ดานกวาง 4 หนวย ดานยาว 6 หนวย 

5. คําถามเพ่ือประเมินความรูที่นักเรียนไดเรียนไปแลว เปนคําถามที่นักเรียนตองคิดหา

คําตอบ และแสดงความคิดเห็นของตนเองดวย เชน  

ใหนักเรียนเลือกจํานวนตอไปน้ี  104  12  640 20  32  3  10  8  เติมลงในชองวาง 
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สนามบาสเกตบอลของโรงเรียนมีความยาว...........เมตร และมีความกวาง...........เมตร  

ดานยาวยาวกวาดานกวาง...........เมตร ความยาวของรั้วรอบสนามบาสเกตบอล...........เมตร และ 

พ้ืนที่ของสนามบาสเกตบอล...........ตารางเมตร หวงบาสเกตบอลอยูสูงจากพ้ืนดิน...........เมตร 

สมมติวา นักเรียนตอบวา “ความยาวของสนามบาสเกตบอล 32 เมตร และความกวางของสนาม

บาสเกตบอล 20 เมตร” ครูกระตุนใหนักเรียนบอกเหตุผล โดยถามวา “ทําไมคุณจึงคิดวา ความยาว

ของสนามบาสเกตบอลเปน 32 เมตร และความกวางเปน 20 เมตร” ซึ่งนักเรียนอาจจะตอบวา  

“104 เมตรน้ันยาวไป  12 เมตรน้ันสั้นไป และ 640 เมตรน้ันมากเกินไป และ  3  10  8  เมตรน้ันสั้น

ไปสําหรับความยาวของสนามบาสเกตบอล” และ “เมื่อนําความยาวของสนามบาสเกตบอลมา

เปรียบเทียบกับความกวาง จะไดความยาวของสนามบาสเกตบอลยาวกวาความกวาง 12 เมตร ซึ่ง 

ตรงกับจํานวนที่โจทยกําหนด” ครูอาจจะถามนักเรียนวา “นักเรียนจะหาความยาวของรั้วรอบสนาม

บาสเกตบอลไดอยางไร” ครูอาจจะช้ีแนะในกรณีที่นักเรียนตอบไมไดวา “สนามบาสเกตบอลน้ีเปน 

รูปสี่เหลี่ยมผืนผา และความยาวของเสนรอบรูปสี่เหลี่ยมผืนผาเทากับ (2 ×  ความยาวของสนาม) + 

(2 ×  ความกวางของสนาม) ซึ่งในที่น้ี (2 ×  32) + (2 ×  20) = 64 + 40 = 104” ครูถามนักเรียน

ตอไปวา “ใครสามารถบอกไดวาพ้ืนที่สนามบาสเกตบอลเทากับเทาไร” นักเรียนตอบไดวา “32 ×  20 

= 640 ตารางเมตร” และครูถามนักเรียนวา “หวงบาสเกตบอลสูงจากพ้ืนดินก่ีเมตร” จํานวนที่เหลือ

คือ  3  10  8 เมตร นักเรียนตอบ “3 เมตร” ครูถามวาเพราะเหตุใด นักเรียนตอบ “10 เมตร และ  

8 เมตร สูงมากเกินไป” และการวาดรูปสนามบาสเกตบอลจะชวยใหนักเรียนเขาใจไดมากขึ้น สําหรับ

นักเรียนที่ยังสับสนระหวางความยาวของเสนรอบรูปและพ้ืนที่ของรูปสี่เหลี่ยมผืนผา 

ลักษณะของคําถามที่ดี [3]  

1. คําถามน้ันสั้น กะทัดรัด ไดใจความ ใชภาษาที่งาย ๆ ชัดเจน ทําใหนักเรียนเขาใจไดดี 

2. ชวยกระตุนความคิดของนักเรียน เหมาะสมกับอายุ ความสามารถ และความสนใจของ

นักเรียน 

3. สอดคลองกับวัตถุประสงคของบทเรียน เมื่อนักเรียนเรียนอะไรก็ถามสิ่งน้ัน ช่ือของบุคคล

ในโจทยอาจจะใชช่ือดารานักแสดงหรือนักกีฬาที่มีช่ือเสียงที่นักเรียนสนใจก็ได เพ่ือเปนการกระตุน

ความสนใจของนักเรียน 
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ในการถามคําถามครูควรจะถามนักเรียนดวยทาทางเปนกันเอง ย้ิมแยมและใจเย็น ครูควรเวน

ระยะเวลาใหนักเรียนคิดหาคําตอบอยางนอย 3 ถึง 5 วินาที เพ่ือแสดงวาครูตองการคําตอบที่ถูกตอง

และมีเหตุผล แลวจึงเรียกช่ือใหนักเรียนคนใดคนหน่ึงตอบ เพราะการที่นักเรียนไมทราบวาครูจะถาม

นักเรียนคนใดน้ันจะทําใหนักเรียนต่ืนตัวและสนใจ ต้ังใจฟงคําถามที่ครูถามมากขึ้น ครูไมควรถาม

คําถามน้ันซ้ําหลาย ๆ ครั้ง ถานักเรียนไมไดยินครูก็สามารถทวนคําถามน้ันได แตถานักเรียนไมไดยิน

เพราะไมสนใจ ครูก็ควรจะวากลาวตักเตือน 

ในกรณีที่นักเรียนไมสามารถตอบคําถามที่ครูถามได ครูอาจเปลี่ยนไปถามนักเรียนคนอ่ืนที่ครูคิด

วาสามารถตอบคําถามได ครูอยาไปคะย้ันคะยอนักเรียนที่ไมสามารถตอบคําถามครั้งแรกได เพราะ

นักเรียนอาจเกิดความรูสึกละอายแลวไมอยากเรียนตอไป ครูจึงควรเปลี่ยนไปถามคนอ่ืนกอนแลวจึง

กลับมาถามนักเรียนคนเดิมที่ตอบไมไดดวยคําถามใหม และถาไมมีนักเรียนคนใดตอบไดครูควรช้ีแนะ

คําตอบ ดังน้ันในการถามคําถาม ครูควรเลือกคําถามใหเหมาะสมกับความสามารถของนักเรียน โดย

คําถามยากสําหรับนักเรียนที่เรียนเกง และคําถามงายสําหรับนักเรียนที่เรียนออน ครูไมควรบอกระดับ

ความยากของคําถามหรืองานที่มอบหมายใหนักเรียนทํา เพราะถาครูบอกวายาก นักเรียนที่เรียนออน

ก็เกิดความทอแทไมอยากทํา แตถาครูบอกวางาย นักเรียนที่เรียนเกงก็ไมอยากทําเพราะไมทาทาย

ความสามารถของนักเรียน นอกจากน้ีครูไมควรถามคําถามแลวใหนักเรียนตอบพรอมกันทั้งหอง 

เน่ืองจากครูจะไมทราบวาใครเขาใจ ใครตอบได และใครไมเขาใจและไมตอบบาง และครูควรถาม

คําถามนักเรียนที่น่ังในตําแหนงที่ตาง ๆ ของหอง 

ดังน้ันในการถามคําถามครูควรถามคําถามที่นาสนใจ ชวยกระตุนความคิดของนักเรียน คําถามที่

ไมมีคําตอบ คําถามที่ไมชัดเจนไมทราบวาถามอะไรน้ันครูไมควรถามนักเรียน เพราะนักเรียนจะเกิด

ความรูสึกเบ่ือหนายไมอยากเรียน และคําถามน้ันควรเปนคําถามที่นักเรียนสามารถอภิปรายคําตอบ 

แสดงความคิดเห็นและแลกเปลี่ยนความคิดเห็นซึ่งกันและกัน 

ตัวอยางคําถามในการสอนพีชคณิต เรื่อง สมการกําลังสอง (Quadratic equation) 

1. สมการ x2 10=  คือสมการอะไร 

2. สมการ x2 10=  สามารถหารากของสมการไดกี่ราก 

3. นักเรียนมีวิธีการหาคาของรากสมการไดอยางไร 

4. สมการ x2 10=  และ x2 10 0− =  ทั้งสองสมการน้ีสมมูลกันหรือไม เพราะเหตุใด 

5. นักเรียนสามารถหาคาของรากของสมการ x x23 4 31+ =  ไดอยางไร 
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6. รากของสมการ x22 10 5− =  และ x2 5=  เทากันหรือไม เพราะเหตุใด 

7. ทําไมรากของสมการ x2 9 18+ =  และ x 3 6+ =  จึงไมเทากัน 

3. เทคนิคการสรางแรงจูงใจ 

การที่ครูทราบเก่ียวกับแรงจูงใจในตัวนักเรียน จะทําใหครูทราบถึงความตองการของนักเรียนใน

วัยน้ัน สามารถใหกําลังใจนักเรียนและจัดกิจกรรมเพ่ือตอบสนองไดถูกตอง และแรงจูงใจ หมายถึง 

ตัวกระตุนที่ทําใหคนเราแสดงพฤติกรรมตาง ๆ กัน 

การที่คนเรามีความตองการในสิ่งใดสิ่งหน่ึง แสดงวาเราขาดในสิ่งน้ันซึ่งจะเปนแรงผลักดันใหเรา

แสดงพฤติกรรมเพ่ือใหไดสิ่งน้ันมา เมื่อเราไดสิ่งที่สนองความตองการแลว เราก็จะหยุดพฤติกรรมน้ัน 

แตคนเราก็มีความตองการอยางไมมีที่สิ้นสุดจึงมีการแสดงพฤติกรรมตาง ๆ อยูตลอดเวลา และถาครูมี

ความเขาใจในพฤติกรรมของนักเรียนวานักเรียนทุกคนมีความตองการที่จะประสบความสําเร็จในการ

เรียน ซึ่งความสําเร็จน้ันจะกอใหเกิดกําลังใจและมีแรงจูงใจใหกระทํางานอ่ืน ๆ ตอไป ดังน้ันครูผูสอน

วิชาคณิตศาสตรสามารถสรางแรงจูงใจใหเกิดขึ้นกับนักเรียนไดดวยการจัดประสบการณใหนักเรียนได

ประสบความสําเร็จซ้ํา ๆ ติดตอกันเปนเวลานาน เชน ลักษณะของโจทยปญหาคณิตศาสตรที่ให

นักเรียนทํา อาจทําใหเกิดแรงจูงใจในการเรียนสูงหรือตํ่าได ทั้งน้ีขึ้นอยูกับความยากงายของโจทย

ปญหา นอกจากน้ีความนาสนใจของบทเรียนก็มีผลในดานแรงจูงใจ บทเรียนหรือแบบฝกหัดที่ทาทาย

ความสามารถ การเปดโอกาสใหนักเรียนเลือกทํา เหลาน้ีลวนเปนแรงจูงใจใหนักเรียนเกิดความ

ตองการที่จะทําใหสําเร็จ 

แรงจูงใจน้ันมี 2 ลักษณะ [3] คือ แรงจูงใจภายนอก ไดแก ผลการเรียน และแรงจูงใจภายใน 

ไดแก ความอยากรูอยากเห็น อยากสํารวจตรวจตรา อยากจัดการ ดังน้ันครูสามารถพัฒนาความรู

ความสามารถและทักษะในดานตาง ๆ ของนักเรียนใหเกิดผลดีดวยการพัฒนาแรงจูงใจ สรางขวัญและ

กําลังใจ จัดสภาพการเรียนและการทํางานใหเหมาะสมกับสติปญญาและความสามารถของนักเรียน 

แรงจูงใจที่สําคัญและจําเปนสําหรับนักเรียน คือ แรงจูงใจใฝสัมฤทธ์ิ (Achievement motive) ซึ่ง

เปนแรงจู ง ใจที่ จะทํ าสิ่ งต าง  ๆ ให ได รับความสํา เร็จ  เชน การแก โจทยปญหาเศษสวน  

การพิสูจนทฤษฎีบทเรขาคณิตเก่ียวกับรูปสามเหลี่ยมสองรูปเทากันทุกประการ นักเรียนที่มีแรงจูงใจ

ใฝสัมฤทธ์ิสูงจะเปนคนที่มีความมานะพยายาม อดทน วางแผนการทํางานของตนเอง และต้ังระดับ

ความหวังไวสูง ตลอดจนพยายามเอาชนะอุปสรรคตาง ๆ เพ่ือใหงานของตนสําเร็จลุลวงไปได 
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แรงจูงใจใฝสัมฤทธ์ิเปนสิ่งที่เรียนรูและพัฒนาขึ้นมาไดในตัวของนักเรียน โดยการจัดโปรแกรมการ

เรียนที่เนนความรับผิดชอบ การรูจักตนเองและเขาใจตนเอง จากประสบการณของความสําเร็จและ

ความลมเหลว มีเจตคติที่ดีตอตนเองและมีความเช่ือมั่นในตนเอง ครูควรมอบหมายงานที่ไมยากเกินไป

ใหนักเรียนไดทําและประสบความสําเร็จ แสดงความรักและการเอาใจใส ใหการสนับสนุน นอกจากน้ี

ครูควรทําความเขาใจกับผูปกครอง พอแมของนักเรียน เพ่ือใหทางบานไดชวยฝกใหนักเรียนไดชวย

ตนเองและเปนตัวของตัวเอง รวมทั้งการคาดหวังใหบุตรหลานของตนไดทํางาน ชวยเหลืองานภายใน

บาน โดยพอแมผูปกครองควรจะแสดงความรักเอาใจใสสนับสนุน เพ่ือเปนรางวัลสําหรับการทํางาน

และการปฏิบัติตัวของบุตรหลาน ซึ่งจะไดมีความพยายามในการทํางานตอไปดวยความต้ังใจ การให

บุตรหลานชวยเหลืองานบาน เปนการปลูกฝงความมีนํ้าใจ ความรับผิดชอบ และความอดทน 

การจัดสภาพการเรียนและการทํางาน รวมทั้งการใหแบบฝกหัดที่เหมาะสมกับระดับสติปญญา

ความสามารถของนักเรียน เปนการสรางขวัญและกําลังใจใหกับนักเรียน 

การเสริมกําลังใจ หมายถึง การใหสิ่งเราที่ทําใหนักเรียนเกิดความพึงพอใจ สิ่งเราน้ีจะเปน

ตัวกระตุนใหนักเรียนแสดงพฤติกรรมที่เหมาะสมมากขึ้น การเสริมกําลังใจมี 2 ชนิด [3] คือ 

1. การเสริมกําลังใจทางบวก หมายถึง สิ่งเราที่ทําใหนักเรียนเกิดความพอใจ ไดแก รางวัล  

คําชมเชย การย้ิม การพยักหนา ความสนใจ สิ่งเหลาน้ีเปนตัวเสริมกําลังใจที่มีอิทธิพลมากสําหรับ

นักเรียน เพราะนักเรียนทุกคนตองการเปนที่ยอมรับ เปนที่รักและตองการคําชมเชย 

2. การเสริมกําลังใจทางลบ หมายถึง การทําสิ่งที่ทําใหไมสบายใจตาง ๆ เกิดขึ้น ไดแก 

การดุดาวากลาว การตําหนิติเตียน การวิพากษวิจารณในเชิงลบ ซึ่งครูไมควรแสดงพฤติกรรมเหลาน้ี 

ดังน้ันในขณะที่สอน ครูควรเสริมกําลังใจ เพ่ือเปนการกระตุนใหนักเรียนมีความสนใจในการเรียน

ดวยการสรางความพึงพอใจใหเกิดขึ้น เพ่ือเปนการสรางบรรยากาศที่ดีระหวางครูกับนักเรียนให

เกิดขึ้นไดดังน้ี 

1. การแจงผลการเรียนของนักเรียนใหทราบ การตรวจงานที่นักเรียนทําอยางสม่ําเสมอ 

2. การใหรางวัลและการชมเชย เชน ครูพูดวา “ดีมาก” “เกงมาก” “ถูกตองแลว” “ดีแลว” 

“ตอบไดชัดเจนดีมาก” หรือการยอมรับคําตอบของนักเรียนดวยการ “ย้ิม” “พยักหนา” “ตบมือ” 

เปนตน 

3. การมอบหมายงานที่นาสนใจ ทาทายความสามารถของนักเรียน งานที่เปดโอกาสให

นักเรียนไดเลือกทํา และงานที่สรางช่ือเสียง 
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4. การทดสอบและการแขงขัน จะชวยทําใหนักเรียนไดใชความพยายามในการเรียนและ การ

ทํางานใหประสบผลสําเร็จ 

4. เทคนิคการยกตัวอยาง 

การยกตัวอยางที่เก่ียวของกับชุมชน สังคม ที่นักเรียนอาศัยอยูเปนสิ่งสําคัญและจําเปนสําหรับ

การเรียนการสอนคณิตศาสตร เพ่ือทําใหนักเรียนเกิดความสนใจและไดรับความรูเกี่ยวกับทองถิ่นที่

นักเรียนอาศัยอยู นอกจากความรูคณิตศาสตร นักเรียนจะไดมองเห็นวิธีการทําและคิดตามตัวอยางที่

ครูแสดง โดยครูใชการถามตอบ หรือการถามตอบประกอบการอธิบายขณะที่ยกตัวอยางและนักเรียน

คิดทําตามตัวอยางน้ัน จํานวนตัวอยางที่ครูใหขึ้นอยูกับเน้ือหา แตการยกตัวอยางจะตองเริ่มจาก

ตัวอยางที่งายไปหาตัวอยางที่ยากและซับซอน 

ตัวอยางเชน นักเรียนไดเรียนเรื่องสมการกําลังสองเก่ียวกับการหาคาของจุดสูงสุดและตํ่าสุดแลว 

จนทราบวาเมื่อ 0a ≠  

จะได ( )b ac by ax bx c a x a a

2 22 4
2 4

−= + + = + +  

น่ันคือ ( ) , ,b ac by a x h d h da a
22 4

2 4
− = − −= + =  

ดังน้ันจุด ( , )h d  เปนจุดตํ่าสุดของกราฟของสมการ ( )y a x h d
2

−= +  เมื่อ a 0>  

และจุด ( , )h d  เปนจุดสูงสุดของกราฟของสมการ ( )y a x h d
2

−= +  เมื่อ 0a <  

ตอไปน้ีเปนตัวอยางที่แสดงการทําใหเปนกําลังสองสมบูรณ โดยเริ่มจากตัวอยางที่งายไปหา

ตัวอยางที่ยากดังน้ี 

ตัวอยาง 4.1 จงหาจุดตํ่าสุดของกราฟของสมการ y x x2 2 4= + +  

วิธีทํา  ( )y x x x2 22 4 1 3= + + = + +  

 ถา x 1= −  แลว y 3=  และ ถา x 1≠ −  แลว ( )x 21 0+ >  น่ันคือ y 3>  

 ดังน้ัน จุดตํ่าสุด คือ ( , )1 3−  
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ตัวอยาง 4.2 จงหาจุดตํ่าสุดของกราฟของสมการ y x x2 6= −  

วิธีทํา  ( )y x x x x x2 2 26 6 9 9 3 9= − = − + − = − −  

 ถา x 3=  แลว y 9= −  และ ถา x 3≠  แลว ( )x 23 0− >  น่ันคือ y 9> −  

 ดังน้ัน จุดตํ่าสุด คือ ( , )3 9−  

ตัวอยาง 4.3 จงหาจุดสูงสุดของกราฟของสมการ y x x22 4 3= − − +  

วิธีทํา  ( )
( ) ( )

y x x x x
x x x

2 2

2 2

2 4 3 2 2 3

2 2 1 2 3 2 1 5

= − − + = − + +

= − + + + + = − + +

 

 ถา 1x = −  แลว 5y =  และ ถา x 1≠ −  แลว ( )x 21 0+ >  

 น่ันคือ ( )x 22 1 0− + <  และ y 5<  

 ดังน้ัน จุดสูงสุด คือ ( , )1 5−  

การยกตัวอยางสิ่งที่เก่ียวของกับนักเรียนในชีวิตจริง เพ่ือกระตุนใหนักเรียนตอบคําถาม หรือ

เรียนรูคณิตศาสตรไดงายขึ้น หรือการยกตัวอยางสิ่งแวดลอมแลวใหนักเรียนตอบคําถาม เชน 

1. การอานกราฟเสนแสดงปริมาณขยะที่นํากลับมาใชประโยชน 

    ปริมาณขยะที่นํากลับมาใชประโยชนต้ังแตป 2555 – 2560 

ปริมาณ (ลานตัน) 
 

       9 

       8 

       7 

       6 

       5 

       4 

       3 
 

       0                 ป 

   0   2555     2556       2557    2558     2559    2560 

ที่มา: กรมควบคุมมลพิษ กระทรวงทรัพยากรธรรมชาติและส่ิงแวดลอม 
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1) ปใดมีการนําขยะกลับมาใชประโยชนมากที่สุด จํานวนเทาไร 

 ตอบ  ป 2560 จํานวน 8.52 ลานตัน  

2) ปใดมีการนําขยะกลับมาใชประโยชนนอยที่สุด จํานวนเทาไร 

ตอบ  ป 2557 จํานวน 4.82 ลานตัน  

3) ป 2558 มกีารนําขยะกลับมาใชประโยชนนอยกวาป 2559 จํานวนเทาไร 

ตอบ  นอยกวาเปนจํานวน 5.81 – 4.94 = 0.87 ลานตัน  

4) ป 2555 มกีารนําขยะกลับมาใชประโยชนมากกวาป 2556 จํานวนเทาไร 

ตอบ   มากกวาเปนจํานวน 5.28 – 5.15 = 0.13 ลานตัน  

5) ต้ังแตป 2555 ถึง 2560 มีการนําขยะกลับมาใชประโยชนเปนปริมาณทั้งหมดเทาไร 

ตอบ  ปริมาณทั้งหมด 5.28 + 5.15 + 4.82 +4.94 + 5.81 + 8.52  

= 34.52 ลานตัน   

2. การอานกราฟเสนแสดงปริมาณคาเฉลี่ยฝุนละอองขนาด 2.5 ไมครอน (PM 2.5) 

ในบรรยากาศมีไอนํ้า ฝุนละออง กาซตาง ๆ ไดแก ออกซิเจน คารบอนไดออกไซด 

คารบอนมอนอกไซด ปจจุบันในอากาศมีฝุนละอองมากมาย ซึ่งเกิดจากการกอสราง การเผาขยะ การ

ปลอยควันดําจากรถยนต รถโดยสาร เน่ืองจากการเผาไหมไมสมบูรณ ซึ่งฝุนละอองมีผลตอสุขภาพ 

ทําใหสุขภาพทรุดโทรมได กรมควบคุมมลพิษ ไดวัดคาเฉลี่ยฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน (PM 

2.5) ซึ่ง PM 2.5 คืออะไร PM 2.5 คือ ฝุนละอองขนาดเล็กไมเกิน 2.5 ไมครอน เปรียบเทียบไดวา มี

ขนาดประมาณ 1 สวน ใน 25 สวนของเสนผานศูนยกลางของเสนผมมนุษย ขนจมูกของมนุษยไม

สามารถกรองได จึงสามารถแพรกระจายเขาสูทางเดินหายใจ กระแสเลือด และแทรกซึมเขาสู

กระบวนการทํางานของอวัยวะตาง ๆ ในรางกาย ทําใหเพ่ิมความเสี่ยงการเปนโรคเรื้อรังและมะเร็ง 

ซึ่งองคการอนามัยโลกไดมีคําเตือนไว กรมควบคุมมลพิษ กระทรวงทรัพยากรธรรมชาติและ

สิ่งแวดลอม ไดวัดคาเฉลี่ยฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน จากสถานีตรวจวัดบริเวณเคหะชุมชน

ดินแดง กรุงเทพมหานคร ต้ังแตป 2557 ถึงป 2559 ดังน้ี 
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คาเฉลี่ยฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน (PM 2.5) 

       ปริมาณ (ไมโครกรัมตอลูกบาศกเมตร) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ที่มา: กรมควบคุมมลพิษ กระทรวงทรัพยากรธรรมชาติและส่ิงแวดลอม 

1) ปใดที่ปริมาณคาเฉลี่ยฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน (PM 2.5) เทากัน และ 

    เปนเทาไร 

ตอบ   ป 2557 และป 2558 มี PM 2.5 ปรมิาณ 36 ไมโครกรัมตอลูกบาศกเมตร 

2) ป 2559 มปีริมาณคาเฉลีย่ฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน (PM 2.5) เทาไร  

    และมากกวา ป 2557 และป 2558 เทาไร 

ตอบ     ป 2559 มี PM 2.5 ปริมาณ 43 ไมโครกรัมตอลูกบาศกเมตร ซึ่งมากกวา    

    ป 2557 และป 2558 เทากับ 43 – 36 = 7 ไมโครกรมัตอลูกบาศกเมตร  

3) นักเรียนคิดวาในอนาคต ปริมาณคาเฉลีย่ฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน (PM 2.5)  

    จะเพ่ิมขึ้นหรือลดลง เพราะเหตุใด 

ตอบ     ในอนาคตปริมาณคาเฉลีย่ฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน  (PM 2.5)  

    จะเพ่ิมขึ้น เน่ืองจากประชากรเพ่ิมขึ้น ทําใหการคมนาคมขนสงเพ่ิมขึ้น  

    การขยายดานอุตสาหกรรมมากขึ้น ความตองการในการใชไฟฟาเพ่ิมขึ้น  
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   ทําใหตองผลิตไฟฟามากขึ้น ตลอดจนความหนาวเย็นของอากาศและความช้ืน 

   ในบรรยากาศ ซึ่งอาจทําใหฝุนละอองสะสมและมีปรมิาณมากขึ้น 

4) นักเรียนคิดวาจะลดปริมาณคาเฉลี่ยฝุนละอองขนาดไมเกิน 2.5 ไมครอน (PM 2.5)  

    ไดอยางไร 

ตอบ     ไมเผาขยะมูลฝอยในที่โลง ตรวจสภาพเครื่องยนตของรถยนตและ 

    รถโดยสารไมใหปลอยควันดํา ชวยกันประหยัดไฟฟา 

หมายเหตุ การปองกัน PM 2.5 ทําไดโดยสวมหนากากมาตรฐาน N95 ซึ่งจะปองกันฝุนขนาด  

0.3 ไมครอน ไดอยางนอย 95% 

3. การอานกราฟเสนแสดงปริมาณนํ้ากักเก็บในเขื่อนขนาดใหญ 

นํ้าเปนสวนประกอบสําคัญในรางกายของคนเรา เพราะรางกายมีนํ้าเปนสวนประกอบสําคัญ

อยูถึง 75 สวน ใน 100 สวน จึงมีคํากลาววา “ที่ใดไมมีนํ้าที่น่ันยอมไมมีชีวิต” ถาเมื่อใดที่รางกายเกิด

ภาวะขาดนํ้า จะสงผลใหการทํางานของเซลลในรางกายผิดปกติ และจะนําไปสูการเกิดโรคตาง ๆ ได 

ดังน้ันการใชนํ้าอยางประหยัดจะชวยใหประเทศไทยมีนํ้าเพียงพอสําหรับทุกคน กรมชลประทานและ

การไฟฟาฝายผลิตแหงประเทศไทยไดสํารวจปริมาณนํ้ากักเก็บวันสิ้นป (ลานลูกบาศกเมตร) ในเขื่อน

ขนาดใหญ ต้ังแตป 2555 ถึง ป 2560 ดังน้ี 

ปริมาณน้ํากักเก็บวันสิ้นปในเขื่อนขนาดใหญ ต้ังแตป 2555 ถึงป 2560 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                      0 
 

ที่มา: กรมชลประทานและการไฟฟาฝายผลิตแหงประเทศไทย 

0 

ปริมาณ (ลานลูกบาศกเมตร) 
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1) ในปใดปริมาณนํ้ากักเก็บวันสิ้นปในเขื่อนขนาดใหญกักเก็บนํ้าไดมากที่สุด จํานวนเทาไร  

    และกักเก็บนํ้าไดนอยที่สุดในปใด จํานวนเทาใด 

ตอบ     ในป 2560 มีจํานวน 58.160 ลานลูกบาศกเมตร และ 

    กักเก็บนํ้าไดนอยที่สุดในป 2558 มีจํานวน 39,752 ลานลูกบาศกเมตร  

2) ในป 2556 และป 2560 ปริมาณนํ้ากักเก็บวันสิ้นปในเขื่อนขนาดใหญตางกันเทาไร  

ตอบ     ปริมาณนํ้ากักเก็บวันสิ้นปในเขื่อนขนาดใหญตางกัน  

    58,160 – 51,644 = 6,516 ลานลูกบาศกเมตร  

3) ในป 2560 ถาปริมาณนํ้ากักเก็บวันสิ้นปในเขื่อนขนาดใหญ ใหนํามาใชเพียงครึ่งหน่ึงของ 

    ปริมาณนํ้าทั้งหมด และจาํนวนประชากรทั้งประเทศ 66,234,000 คน โดยเฉลี่ยแตละคน 

    จะใชนํ้าไดกี่ลูกบาศกเมตร 

ตอบ     ปริมาณนํ้ากักเก็บนํ้าวันสิ้นป 2560 ในเขื่อนใหญครึ่งหน่ึงเทากับ  

    58,160 ÷ 2 = 29,080 ลานลูกบาศกเมตร และจํานวนประชากรทั้งประเทศ  

    66,234,000 คน โดยเฉลีย่แตละคนจะใชนํ้าได 

    29,080,000,000 ÷ 66,234,000 ≈ 439.05 ลกูบาศกเมตร 

5. เทคนิคการใชสื่อการเรียนรู 

ในปจจุบันสื่อการเรียนรูไดเขามามีบทบาทในวงการศึกษา ทั้งน้ีเน่ืองมาจากความเปลี่ยนแปลง

ของสังคมและความเจริญกาวหนาทางวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี ทําใหบทบาทของครูเปลี่ยนแปลง

ไปจากเดิม คือ การที่ยึดครูเปนศูนยกลาง โดยครูเปนผูบอก ผูแสดงแตเพียงผูเดียวมาเปนการที่ยึด

นักเรียนเปนสําคัญ และครูเปนผูคอยชวยเหลือและช้ีแนะ 

สื่อการเรียนรูเปนวัสดุหรือกิจกรรมที่ครูนํามาใชในการเรียนการสอน เพ่ือใหนักเรียนเกิดความ

สนใจ กระตือรือรนที่จะเรียน นักเรียนไดมีโอกาสรวมกิจกรรมการเรียนการสอน ทําใหนักเรียนเกิด

การเรียนรู รูจักเช่ือมโยงจากสิ่งที่เปนรูปธรรมไปหานามธรรม ทําใหเกิดความเขาใจในเรื่องที่เรียน

อยางชัดเจน แจมแจง เกิดเจตคติที่ดีตอการเรียน และเกิดความคิดริเริ่มสรางสรรค ตัวอยางเชน 
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1. ตัวอักษรภาษาอังกฤษ 26 ตัว 

ตัวอักษรภาษาอังกฤษทั้ง 26 ตัว ไดแก  A  B  C  D  E  F  G  H  I  J  K  L  M  N  O  

P  Q  R  S  T  U  V  W  X  Y  Z  บางตัวมีแกนสมมาตร บางตัวไมมีแกนสมมาตร และบางตัว มี

มากกวาหน่ึงแกนสมมาตร นักเรียนลองมาชวยกันหาแกนสมมาตรของตัวอักษรเหลาน้ี 

2. แทนแกรม ประกอบดวยรูปเรขาคณิต 7 ช้ิน เมื่อนําแตละช้ินมาประกอบกัน นักเรียนจะ

ไดรูปอะไรบาง 

 

ปจจุบันมีสื่อเทคโนโลยี โปรแกรมสําเร็จรูปมาใชในการเรียนการสอนคณิตศาสตร ไดแก 

โปรแกรมพลวัต (Geometer sketpad)  โปรแกรมคาปรี  (Capri)  และโปรแกรมจี โอจีบรา 

(GeoGebra) 

สื่อการเรียนรูที่ครูนํามาใชอาจเปนสื่อสําเร็จหรือสื่อที่ครูประดิษฐขึ้นใชเอง แตสื่อการเรียนรูที่ครู

นํามาใชจะตองเหมาะสมกับเน้ือหา มีขนาดพอเหมาะที่จะนํามาใหนักเรียนดู มีสีสันสวยงาม ดึงดูด

ความสนใจของนักเรียน มีความแปลกใหม เหมาะสมกับเวลาที่มีอยูสําหรับการสอนเน้ือหาน้ัน ๆ และ

ครูจะตองเตรียมตัวในการใชสื่อการเรียนรูกอนการสอน ทดลองใชสื่อการเรียนรูน้ันโดยเรียงลําดับการ

ใชสื่อการเรียนรูแตละอยาง เตรียมคําถามเพ่ือถามนักเรียน เพ่ือใหนักเรียนไดมีโอกาสรวมกิจกรรมทั้ง

ในดานการตอบคําถามและการใชสื่อการเรียนรูน้ัน 

6. เทคนิคการสรปุบทเรียน 

การสรุปบทเรียน เปนกิจกรรมที่ควรทําทุกครั้งหลังจากที่นักเรียนเรียนจบเน้ือหาในแตละคาบ

ของการเรียน เพ่ือเปนการสรุปเรื่องราวและเน้ือหาที่นักเรียนไดเรียนไปแลว ไดแก ความคิดรวบยอด 

หลักการ กฎ สูตร บทนิยาม ในการสรุปอาจสรุปดวยคําพูด การเขียน การพิมพ การรองเพลง เปนตน 

เพ่ือนักเรียนจะไดนําความรูเหลาน้ีไปใชในการแกปญหาและการเรียนเน้ือหาคณิตศาสตรระดับสูงที่

ตองใชความรูเหลาน้ีตอไป 



เทคนิคการสอนคณิตศาสตร 

24 

ในการสอนแตละคาบครูจะตองมีขั้นนําเขาสูบทเรียน ขั้นสอนและขั้นสรุป โดยใหนักเรียนเขามามี

สวนรวมในกิจกรรมการเรียนการสอน การที่นักเรียนจะสรุปบทเรียนไดน้ันครูจะตองเตรียมการสอน

เปนอยางดี มีลําดับขั้นตอนในการสอน มีการถามคําถามใหนักเรียนคิดแลวตอบ มีการศึกษาตัวอยาง

ที่นาสนใจหลาย ๆ ตัวอยาง ทั้งน้ีขึ้นอยูกับเน้ือหาคณิตศาสตรที่นักเรียนเรียน และในตอนทายกอนที่

จะสิ้นสุดการสอนครูควรใหนักเรียนสรุปบทเรียนที่นักเรียนเรียนไปในคาบน้ีทุกครั้ง กอนการทํา

แบบฝกหัดหรือโจทยเพ่ิมเติมทายช่ัวโมง ซึ่งการที่นักเรียนไดมีโอกาสฝกในการสรุปบทเรียน นักเรียนก็

จะมีโอกาสสรุปความคิดของตนเอง จดบันทึกไวทบทวน ทําใหนักเรียนมีความรูในเรื่องที่เรียนไปแลว 

เมื่อนักเรียนไดฝกสรุปบทเรียนที่เรียนแลวบอย ๆ ก็จะเกิดความชํานาญ เกิดทักษะ ทุกครั้งที่เรียน

เรื่องอะไรไปก็จะสามารถสรุปเรื่องที่เรียนไปน้ันได 
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บทคัดยอ 

ในบทความน้ีกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร ไดถูกนําเสนอ การใชระบบเลขฐานสามารถ

อธิบายการแสดงกลไพน้ี นอกจากน้ีเรายังเสนอการขยายวิธีการเลนกลไพน้ีใหทั่วไปย่ิงขึ้นดวย 

คําสําคญั:  กลไพ ระบบเลขฐาน 

ABSTRACT 

In this article, the 27 Card Trick of Martin Gardner is presented.  The use of base 

number systems can explain how to perform the trick.  Generalized versions of this 

card trick are also offered. 

Keywords:  Card trick, Base number system   
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1. บทนํา 

ไพถือกําเนิดมานานนับพันปแลว โดยการเลนไพมีตนกําเนิดมาจากประเทศจีนในชวง

คริสตศตวรรษที่ 12 หรือกอนหนาน้ัน [3] แลวแพรกระจายผานเสนทางการคาขายระหวางประเทศ

มาเรื่อย ๆ จนถึงทวีปยุโรป และทวีความนิยมมากขึ้นสําหรับประเทศในแถบทวีปยุโรปในชวง

คริสตศตวรรษที่ 14 โดยไพไดมีวิวัฒนาการมาเรื่อย ๆ ทั้งการเปลี่ยนแปลงจํานวนไพในสํารับ รูปแบบ

หนาตาของไพ หรือแมแตวัสดุที่ใชผลิตจากไมมาเปนกระดาษและพลาสติกในเวลาตอมา จนกลายเปน

ไพที่เรารูจักกันดีในปจจุบัน มีเกมสและกฎกติกามากมายที่ใชไพในการเลน ทั้งเพ่ือความสนุก การ

พนัน หรือแมกระทั่งการกีฬาอยางกีฬาบริดจ ซึ่งมายากลก็เปนอีกหน่ึงความบันเทิงที่สามารถใชไพ

ประกอบในการแสดงได 

ถาหากเราพูดถึงมายากลที่ใชไพเปนอุปกรณแลว เราอาจจะเคยเจอกลไพที่ตองใชทักษะ

ความสามารถในการควบคุมไพของผูทําการแสดงซึ่งตองอาศัยการฝกฝนอยางจริงจังถึงจะสามารถเลน

ไดอยางแนบเนียนและเปนธรรมชาติ เชน การพลิกไพสองใบแตใหดูเหมือนเปนใบเดียว การใชน้ิวกอย

แอบคั่นกองไพ หรือเทคนิคการสับและตัดไพ เปนตน ในบางครั้งก็ตองมีการเตรียมการบางอยางกอน

ทําการแสดง เชน การเตรียมลําดับของไพบางใบในกองไพเอาไวลวงหนา การนับไพตอนเริ่มทําการ

แสดงแตแอบจําไพบางใบเอาไววาอยูตําแหนงใด หรือการแอบดูไพใบลางสุดกอนทําการแสดง แตก็มี

กลไพจํานวนหน่ึงที่ผูเลนไมจําเปนตองมีความสามารถในการควบคุมไพหรือมีการเตรียมการกอนทํา

การแสดง ย่ิงไปกวาน้ัน กลไพดังกลาวยังสามารถใชคณิตศาสตรมาอธิบายผลเฉลยไดดวย หน่ึงในกล

ซึ่งอาจจะกลาวไดวาโดงดังที่สุดกลหน่ึงเมื่อพูดถึงกลไพที่มีคณิตศาสตรมาเก่ียวของดวยก็คือกลไพ 27 

ใบของ มารติน การดเนอร [2] ซึ่งเฉลยของกลน้ันสามารถใชระบบเลขฐานชวยในการคิดได 

บทความน้ีจะเลาถึงวิธีการเลนกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร และการใชระบบเลขฐานชวย

ทําใหการแสดงกลมีระบบที่ดี และการขยายวิธีการเลนกลไพน้ีใหทั่วไปย่ิงขึ้นดวย 

2. วิธีการเลนกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร 

ในสวนน้ีจะกลาวถึงวิธีการเลนกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร โดยจะแบงออกเปนสองสวน

คือ การแสดงกล และเฉลยกล 

2.1 การแสดงกล 

นักมายากลคนหน่ึงใชไพจํานวน 27 ใบเลนกล โดยมีขั้นตอนดังน้ี 
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1. ใหผูชมเลือกไพหน่ึงใบและจําเอาไว แตตองไมใหนักมายากลรูวาเปนไพอะไร จากน้ันให

สับไพทั้งกองแลวคืนนักมายากล  

2. ใหผูชมเลือกตัวเลขที่ชอบจากเลข 1 ถึง 27 มาหน่ึงตัวเลข โดยใหบอกดวยวาเลือกเลข

อะไร สมมติวาเปนเลข x  
3. นักมายากลทําการเปดไพทีละใบลงบนโตะใหเปนสามกอง โดยไพใบแรกถูกวางลงกอง

ซาย ไพใบที่สองถูกวางลงกองกลาง ไพใบที่สามถูกวางลงกองขวา ไพใบที่สี่ถูกวางลงกองซายทับไพใบ

แรก เปนเชนน้ีไปเรื่อย ๆ จนครบทั้ง 27 ใบ โดยนักมายากลบอกใหผูชมดูตามไปดวยวาไพที่เลือก

เอาไวน้ันอยูกองไหน 

4. ใหผูชมช้ีวาไพที่เลือกไวน้ันอยูกองไหน  

5. นักมายากลซอนทับไพทั้งสามกองใหเปนหน่ึงกอง  

6. นักมายากลทําขั้นตอนที่ 3 ถึง 5 ซ้ําอีก 2 รอบ รวมทั้งหมดเปน 3 รอบ 

7. ใหผูชมเปดไพใบที่ x  โดยนับจากบนลงลางของกองไพ ผลปรากฏวา ไพใบน้ันคือไพที่

ผูชมเลือกไวในตอนแรกน่ันเอง 

ในการแสดงน้ีหนาไพจะควํ่าตลอดยกเวนตอนที่เปดไพทีละใบเพ่ือเรียงเปนสามกอง สวนการ

ซอนทับไพใหเปนหน่ึงกองน้ันนักมายากลสามารถเลือกลําดับการซอนทับกองไพไดเอง กลไพน้ีไม

จําเปนตองมีการเตรียมการกับกองไพมากอนหรือใชเทคนิคการควบคุมไพใด ๆ หากแตตองใชความ

รวดเร็วในการคิดเลขที่ถูกตองแมนยําแทน 

2.2 เฉลยกล 

สังเกตวาขั้นตอนที่นักมายากลสามารถทําอะไรซักอยางกับกองไพไดก็คือ ตอนที่นักมายากลนําไพ

มาซอนทับกันใหเปนหน่ึงกองซึ่งมีทั้งหมดสามครั้ง ดังน้ันลําดับการจัดเรียงกองไพทั้งสามครั้งจึงเปน

หนทางเดียวที่นักมายากลจะสามารถควบคุมกองไพได ในแตละรอบที่มีการรวมไพใหเปนกองเดียวน้ัน

นักมายากลสามารถนํากองไพที่ผูชมช้ีมาวางไดสามตําแหนง ไดแก กองบน กองกลาง หรือ กองลาง 

สวนการสลับตําแหนงการวางของอีกสองกองที่เหลือน้ัน ไมนาจะมีผลตอการติดตามตําแหนงของไพที่

ผูชมเลือกไว ดังน้ัน นักมายากลจึงสามารถเลือกวางกองไพทั้งสามรอบไดทั้งหมด 3 3 3 27× × =  

รูปแบบ ซึ่งในแตละรูปแบบน้ันจะสามารถทําใหไพที่ผูชมเลือกไปอยูในตําแหนงตาง ๆ ทั้ง 27 

ตําแหนงไดน่ันเอง การที่จะหาวารูปแบบใดถึงจะทําใหไพที่ผูชมเลือกไปอยูตําแหนง x  ไดน้ันสามารถ

ใชระบบเลขฐานชวยในการคิดได 
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รูปที่ 2.1 การวางกองไพในแตละครั้งสําหรับกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร 

เน่ืองจากเราแบงกองไพเปน 3 กองในแตละรอบ เราจะเลือกใชระบบเลขฐาน 3 สําหรับกลไพ 27 

ใบ ของ มารติน การดเนอร น้ี โดยเราจะตองนําเลขที่ผูชมเลือกมาลบออกดวย 1 กอนที่จะทําการ

แปลงเลขฐาน เพ่ือทําให 1x −  ในระบบเลขฐาน 3 น้ันเปนแคเลขไมเกิน 3 ตําแหนง และตอจากน้ีเรา

จะนับตําแหนงตาง ๆ เริ่มที่ ตําแหนง 0 รูป 2.1 จะบอกวิธีการวางกองไพในแตละครั้ งของ 
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นักมายากล สมมติวา 1x −  ในระบบเลขฐาน 3 คือ 3ABC  โดยที่ , , {0, 1, 2}A B C∈  เราจะใหเลข  

0, 1, 2 แทน การวางกองไพที่ผูชมช้ีไวกองบน กองกลาง และกองลาง ตามลําดับ นักมายากลจะตอง

นํากองไพที่ผูชมช้ีไวกอง C  สําหรับครั้งแรก ไวกอง B  สําหรับครั้งที่สอง และไวกอง C  สําหรับครั้ง

สุดทาย น่ันจะทําใหไพที่ผูชมเลือกไวไปอยูในตําแหนงที่ตองการได 

เพ่ือใหเปนการงายตอการเขาใจวาเหตุใดการทําเชนน้ีจะทําใหไพที่ผูชมเลือกไปอยูในตําแหนงที่

ตองการได เราจะอธิบายเหตุผลอยางเปนขั้นตอนโดยใชตัวอยางประกอบ สมมติวาเลขที่ผูชมเลือก

เอาไวคือเลข 12  

ขั้นตอนที่ 1 นักมายากลตองการใหไพที่ผูชมเลือกไปอยูในตําแหนงที่ 11 ในตอนจบ (เริ่มนับใบ

บนสุดเปนตําแหนงที่ 0) นักมายากลจึงนําเลข 12 มาลบออกดวย 1 แลวแปลงเปนเลขฐาน 3 ไดเปน  

2 0
312 1 11 (1 3 ) (0 3) (2 3 ) 102− = = × + × + × =  

ขั้นตอนที่ 2 ใหพิจารณารูป 2.2 เน่ืองจากไพแตละกองที่นักมายากลตองเลือกไปวางซอนทับกันมี

กองละ 9 ใบ แสดงวาในรอบที่ 3 น้ัน นักมายากลจะตองนํากองไพที่ผูชมช้ีไปวางไวกองกลางเทาน้ัน 

ซึ่งตรงกับตําแหนงที่เราคิดในระบบเลขฐาน 3 ซึ่งคือเลข 1 

ขั้นตอนที่ 3 สําหรับกองไพที่นักมายากลตองนําไปวางไวกองกลางในขั้นตอนที่ 2 น้ัน นักมายากล

จะตองทําใหไพที่ผูชมเลือกไวไปอยูในตําแหนงที่ 2 (เริ่มนับใบบนสุดเปนตําแหนงที่ 0 เมื่อพลิกกองไพ

ใหควํ่าแลว) ของกองไพน้ันดวย แตเน่ืองจากนักมายากลไมรูวาไพใบน้ันอยูกองยอยไหนจนกวาผูชมจะ

ช้ีในรอบที่ 3 ไพที่มีสิทธ์ิเปนไพที่ผูชมเลือกคือไพที่อยูในตําแหนงที่ 2 ของทั้ง 3 กองยอยน่ันเอง ซึ่ง

การที่จะเรียงไพใหเปน 3 ตําแหนงดังกลาวได ไพที่มีสิทธ์ิทั้ง 3 ใบน้ันจะตองอยูในตําแหนงที่ 6, 7 

และ 8 ของกองไพที่รวมแลวจากรอบที่ 2 ดังน้ันนักมายากลจะตองวางกองไพที่ผูชมช้ีในรอบที่ 2 ให

อยูกองบนสุด ซึ่งตรงกับตําแหนงที่เราคิดในระบบเลขฐาน 3 ซึ่งคือเลข 0 

ขั้นตอนที่ 4 เน่ืองจากนักมายากลไมรูวาไพมีสิทธ์ิทั้ง 3 ใบน้ันอยูในตําแหนงที่ 6, 7 และ 8 ของ

กองยอยไหนในรอบที่ 2 จนกวาผูชมจะช้ีในรอบที่ 2 ไพที่มีสิทธ์ิเปนไพที่ผูชมเลือกคือไพที่อยูใน

ตําแหนงที่ 6, 7 และ 8 ของทั้ง 3 กองยอยน่ันเอง ซึ่งการที่จะเรียงไพใหเปน 9 ตําแหนงดังกลาวได ไพ

ที่มีสิทธ์ิทั้ง 9 ใบน้ันจะตองอยูในตําแหนงที่ 18 ถึง 26 ของกองไพที่รวมแลวจากรอบแรก ดังน้ันนัก

มายากลจะตองวางกองไพที่ผูชมช้ีในรอบแรกใหอยูกองลางสุด ซึ่งตรงกับตําแหนงที่เราคิดในระบบ

เลขฐาน 3 ซึ่งคือเลข 2  
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รูปที่ 2.2 ตัวอยางของการวางกองไพในแตละครั้งของนักมายากล เมื่อผูชมเลือกเลข 12 

สรุปแลวในตัวอยางน้ี นักมายากลจะตองวางกองไพที่ผูชมช้ีไวกองลางในรอบแรก กองบนในรอบ

ที่ 2 และกองกลางในรอบที่ 3 ซึ่งตรงกับตําแหนงการวางในระบบเลขฐาน 3 ซึ่งคือ 3102  โดยมอง

จากขวามาซาย (เลข 0, 1, 2 แทนการวางกองไพที่ผูชมช้ีไวกองบน กองกลาง และกองลาง ตามลําดับ) 
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สังเกตวาจากไพ 27 ใบในรอบแรกน้ัน จะเหลืออยู 9 ใบที่มีสิทธ์ิเปนไพที่ผูชมเลือกหลังจากการช้ีครั้ง

แรก และจะเหลือ 3 ใบหลังการช้ีครั้งที่ 2 และทายที่สุดแลวจะเหลือเพียงใบเดียวเทาน้ันจากการช้ี

ครั้งที่ 3  

ในการแสดงกลน้ัน นักมายากลจะตองคิดเลขฐาน 3 ในใจระหวางที่ทําการแสดง ซึ่งสามารถทําได

ในระหวางเวลาที่วางไพเปน 3 กองน่ันเอง ตัวอยางเชน ถาผูชมเลือกเลข 12  

ขั้นตอนที่ 1 นักมายากลจะตองนําเลข 12 มาลบออกดวย 1 กอน ไดเปนเลข 11 

ขั้นตอนที่ 2 ใชเลข 11 จากขั้นตอนที่ 1 เปนตัวต้ัง หารดวย 3 จะไดผลหารเปน 3 เศษ 2 ดังน้ัน

นักมายากลจะตองนํากองไพที่ผูชมช้ีในรอบแรกไปไวกองที่เปนเศษ 2 ซึ่งหมายถึงกองลางน่ันเอง  

ขั้นตอนที่ 3 นําผลหารที่ไดจากขั้นตอนที่ 2 ซึ่งคือเลข 3 มาหารดวย 3 ซึ่งจะไดผลหารเปน 1 เศษ 

0 น่ันแปลวาในรอบที่ 2 น้ัน นักมายากลจะตองนํากองไพที่ผูชมช้ีไปไวกองที่เปนเศษ 0 ซึ่งหมายถึง

กองบน  

ขั้นตอนที่ 4 นําผลหารที่ไดจากขั้นตอนที่ 3 ซึ่งคือเลข 1 มาหารดวย 3 ซึ่งจะไดผลหารเปน 0 เศษ 

1 น่ันแปลวาในรอบสุดทายน้ัน นักมายากลจะตองนํากองไพที่ผูชมช้ีไปไวกองที่เปนเศษ 1 ซึ่งหมายถึง

กองกลาง  

ขั้นตอนที่ 5 ทําการเปดไพในตําแหนงที่ผูชมเลือกไวซึ่งคือเลข 12 โดยนับใบบนสุดเปนใบที่ 1 จะ

ไดวาไพใบน้ันคือไพใบที่ผูชมเลือกไวในตอนแรก 

จะเห็นไดวาในขณะที่นักมายากลวางไพเปน 3 กองในแตละรอบ เขาจะมีเวลามากพอที่จะ

คํานวณในใจวาจะนํากองที่ผูชมช้ีในรอบน้ัน ๆ ไปวางไวในตําแหนงใด รูป 2.3 แสดงตัวอยางการคิด

เลขฐาน 3 ของเลข 0, 7, 11, 17 และ 26  

 

รูปที่ 2.3 ตัวอยางการคิดเลขฐาน 3 ของเลข 0, 7, 11, 17 และ 26 
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3. การประยุกตกลไพกับระบบเลขฐาน 

จากที่เราไดเห็นไปกอนหนาน้ีแลววาวิธีการเลนกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร น้ัน สามารถ

ทําไดโดยการนําเลขที่ผูชมเลือกมาลบ 1 แลวแปลงเปนเลขฐาน 3 และเลือกวางกองไพที่ผูชมช้ีในแต

ละรอบตามตําแหนงจากหลักตาง ๆ ของเลขฐาน 3 ที่ได โดยเรียงตามลําดับจากขวามาซาย โดยที่เลข 

0, 1 และ 2 หมายถึงตําแหนง กองบน กองกลาง และกองลาง ตามลําดับ เราสามารถดัดแปลง

แนวคิดน้ีไปสูเลขฐานอ่ืน ๆ ไดอีก รวมถึงการเปลี่ยนจํานวนรอบที่เปดไพเพ่ือใหผูชมช้ีกองไพอีกดวย  

ตัวอยางเชน เราเลือกใชเลขฐาน 5 และจะเปดไพเพ่ือใหผูชมช้ีกองไพจํานวน 4 รอบ ซึ่งทําใหเรา

ตองใชไพทั้งหมดจํานวน 45 625=  ใบ ซึ่งเราสามารถใชไพจํานวน 12 สํารับที่ดานหลังไพมีลวดลาย

แตกตางกัน และเพ่ิมไพโจกเกอร (joker) ลงไปอีกหน่ึงใบ รวมทั้งหมดเปน ( 12 x 52 ) + 1 = 625 

ใบพอดี เราจะปดตาและหันหลังใหในขณะที่ผูชมเลือกไพและจําทั้งดานหนาและดานหลังของไพ และ

เราจะใหผูชมเลือกเลขที่ชอบจากเลข 1 ถึง 625 มาหน่ึงตัวเลข จากน้ันเราจะทําการเปดไพแบบเดิมที่

เราเคยทํา แตคราวน้ีในแตละรอบน้ันเราจะเปดไพออกเปน 5 กอง และใหผูชมช้ีกองไพที่มีไพที่เลือก

ไว ทําเชนน้ี 4 รอบ สวนเทคนิคสําคัญที่เราตองคิดระหวางที่ทําการเปดไพทีละใบก็คือ เราตองนํา

เลขที่ผูชมเลือกมาลบออกดวยหน่ึงกอน (หามลืมเด็ดขาด) จากน้ันก็นํามาหาร 5 ไดเศษเทาไหรใหเรา

นํากองไพที่ผูชมช้ีไปไวในตําแหนงของเศษที่ได โดยเศษ 0, 1, 2, 3 และ 4 หมายถึงตําแหนงของกอง

ไพจากบนลงลางตามลําดับ (เมื่อควํ่าหนาไพลงแลว) สวนไพกองอ่ืนที่ผูชมไมไดช้ีจะวางตําแหนงไหนก็

ได จากน้ันนําผลหารที่ไดไปคิดตอในรอบตอ ๆ ไปเชนเดิมจนครบ 4 รอบ แลวไพใบที่ผูชมเลือกไวก็จะ

มาอยูในตําแหนงที่เราตองการเอง 

เรายังสามารถประยุกตการเลนกลไพน้ีกับระบบเลขฐานที่แตละหลักมีฐานแตกตางกัน [1] ซึ่งใน

บทความน้ีจะขอเรียกวา “ระบบเลขฐานผสม” ตัวอยางเชน เราเลือกใชเลขหลักแรก (นับจากทางขวา

มาซาย) เปนฐาน 4 หลักที่สองเปนฐาน 2 หลักที่สามเปนฐาน 5 และหลักที่สี่เปนฐาน 3 ซึ่งทําใหเรา

ตองใชไพทั้งหมด 4 x 2 x 5 x 3 = 120 ใบ เราสามารถเขียนเลขแตละเลขต้ังแต 0 ถึง 119 ใหอยูใน

รูป 

( ) ( ) ( ) ( )3,5,2,4 : (5 2 4) (2 4) 4ABCD A B C D= × × × + × × + × +  

โดยที่ {0, 1, 2}, {0, 1, 2,3,4}, {0, 1}, {0, 1, 2, 3}A B C D∈ ∈ ∈ ∈  ไดเสมอและไดเพียงรูปแบบ

เดียวเทาน้ัน ในบทความน้ีเราจะเรียกระบบเลขฐานผสมน้ีวา ระบบเลขฐานผสม (3, 5, 2, 4) รูป 3.1 

แสดงตัวอยางการคิดเลขฐานผสม (3, 5, 2, 4) ของบางตัวเลข  
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รูปที่ 3.1 ตัวอยางการคิดเลขฐานผสม (3, 5, 2, 4) ของเลข 13 41 78 111 และ 115 

สังเกตวาเลขที่ใชไดคือเลขต้ังแต 0 ถึง 119 เทาน้ัน น่ันทําใหเราสามารถใชวิธีการเดิมในการเลน

กลไพสําหรับไพจํานวน 120 ใบน้ีได โดยเราจะใหผูชมเลือกเลขที่ชอบจากเลข 1 ถึง 120 และเราจะ

ทําการเปดไพแบบเดิมที่เราเคยทําแตคราวน้ีจํานวนกองไพที่เราแบงในแตละรอบจะไมเทากัน โดยเรา

จะแบงไพออกเปน 4 กองในรอบแรก 2 กองในรอบที่สอง 5 กองในรอบที่สาม และ 3 กองในรอบที่สี่ 

และใหผูชมช้ีกองไพที่มีไพที่เลือกไวเชนเดิม สวนเคล็ดลับในการแสดงกลก็คือ เราตองนําเลขที่ผูชม

เลือกมาลบออกดวยหน่ึงกอนในตอนแรก จากน้ันก็นํามาหาร 4 ไดเศษเทาไหรใหเรานํากองไพที่ผูชมช้ี

ไปไวในตําแหนงของเศษที่ไดโดยคิดการเรียงตําแหนงจากบนลงลางแบบเดิม จากน้ันนําผลหารที่ไดไป

คิดตอในรอบตอ ๆ ไปเชนเดิมจนครบ 4 รอบ โดยในแตละรอบที่เหลือเราจะหารดวยเลข 2, 5 และ 3 

ตามลําดับ ไพใบที่ผูชมเลือกไวก็จะมาปรากฏอยูในตําแหนงที่ผูชมไดเลือกไวต้ังแตตอนเริ่มการแสดง

ไดอยางนาอัศจรรย 

สําหรับในกลเดียวกันน้ีเรายังสามารถสลับตําแหนงเลขฐาน หรือเปลี่ยนตัวประกอบที่คูณกันแลว

ไดจํานวนไพไดอีกหลากหลายรูปแบบ ซึ่งทําใหวิธีการเลนกลในแตละแบบอาจแตกตางกัน หรือ

เหมือนกันไดในบางตัวเลข รูป 3.2 แสดงตัวอยางการคิดเลขฐานผสม (4, 2, 3, 5), (2, 2, 6, 5) และ 

(4, 5, 6) ของตัวเลขบางตัวเลข 
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รูปที่ 3.2 ตัวอยางการคิดเลขฐานผสม (4, 2, 3, 5) (รูปบน), (2, 2, 6, 5) (รูปกลาง) และ 

(4, 5, 6) (รูปลาง) ของเลข 13, 41, 78, 111 และ 115 

นอกจากน้ีเรายังสามารถเปลี่ยนวิธีการเลนกลน้ี จากที่ใหผูชมเลือกเลขที่ชอบในตอนแรกแลวเรา

ทําใหไพที่ผูชมเลือกไปปรากฏอยูในตําแหนงน้ัน เปนการใหผูชมเลือกวาในแตละรอบจะใหไพกองยอย

กองไหนซอนกองไหนบางแตไมไดใหผูชมเลือกตัวเลขที่ชอบในตอนแรก แตเราจะแอบคํานวณตามไป

โดยนําตัวเลขตําแหนงที่ผูชมเลือกคูณกับคาประจําตําแหนงน้ัน ๆ (ขึ้นอยูกับวาเราใชเลขฐานอะไร) 

แลวบวกสะสมไปเรื่อย ๆ จนในตอนจบเราก็บอกวาไพใบน้ันจะไปอยูที่ตําแหนงใดในกองไพแทนก็ได

เชนกัน 
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4. สรุป 

เราสามารถใชระบบเลขฐานมาชวยใหการแสดงกลไพ 27 ใบของ มารติน การดเนอร ดําเนินไป

โดยงาย นอกจากน้ีเรายังสามารถขยายวิธีการเลนกลไพน้ีใหทั่วไปย่ิงขึ้นโดยใชระบบเลขฐานผสม

รวมถึงรูปแบบการแสดงกลที่เปลี่ยนไปดวย ผูเขียนหวังเปนอยางย่ิงวาผูอานจะไดรับความบันเทิงใน

การอานบทความน้ี และสามารถนําไปเลนกลเพ่ือความสนุก รวมถึงเห็นประโยชนและการนําไปใช

ของระบบเลขฐานมากขึ้น 
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ABSTRACT 

In this paper, we find positive integral solutions of the Diophantine equation 
1 2 3 1

2x y z
+ + = . 
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1. Introduction  

In 1948, Erdös and Straus [ 1] , [ 3]  have conjectured that for each 2n ≥ , the 

Diophantine equation 1 1 1 4
x y z n
+ + =  has a positive integral solution ( ), ,x y z , where 

x y≠ , y z≠  and z x≠ .  Later, many researchers studied and solved this Diophantine 

equation, see [2], [4], [7] and [8]. 

In 2013, Rabago and Tagle [5] studied on the areas and volume of a certain regular 

solid and the Diophantine equation 11
2

1 1
x y z
+ + = .  Sandor [6] offered an elementary 

approach to the solution of the Diophantine equation 1 1 1 1
2x y z

+ + = . 

In this paper, we try to solve for all positive integral solutions of the Diophantine 

equation 1 2 3 1
2x y z

+ + = . 

2. Method of Analysis 

From the Diophantine equation 1 2 3 1
2x y z

+ + = , we get 3, 5x y≥ ≥  and 7z ≥ . 

We are going to split into three cases. 

Case I  If x y z≤ ≤  or x z y≤ ≤ , then 1 1 2 3 6 .
2 x y z x
= + + ≤  Hence, 3 12x≤ ≤ . 

If 3x = , then 2 3 1
6y z

+ = , i.e., ( 12)( 18) 216y z− − = .    ( )1  

If 4x = , then 2 3 1
4y z

+ = , i.e., ( 8)( 12) 96y z− − = .    ( )2  

If 5x = , then 2 3 3
10y z

+ = , i.e., (3 20)( 10) 200y z− − = .   ( )3  

If 6x = , then 2 3 1
3y z

+ = , i.e., ( 6)( 9) 54y z− − = .    ( )4  

If 8x = , then 2 3 3
8y z

+ = , i.e., (3 16)( 8) 128y z− − = .    ( )5  

If 10x = , then 2 3 2
5y z

+ = , i.e., ( 5)(2 15) 75y z− − = .    ( )6  
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For ( )1 , the only following cases are possible: 

12 1, 18 216; 12 2, 18 108; 12 3, 18 72;y z y z y z− = − = − = − = − = − =  

12 4, 18 54; 12 6, 18 36; 12 8, 18 27;y z y z y z− = − = − = − = − = − =  

12 9, 18 24; 12 12, 18 18; 12 18, 18 12;y z y z y z− = − = − = − = − = − =  

12 24, 18 9; 12 27, 18 8; 12 36, 18 6;y z y z y z− = − = − = − = − = − =  

12 54, 18 4; 12 72, 18 3; 12 108, 18 2;y z y z y z− = − = − = − = − = − =  

12 216, 18 1y z− = − = . 

Leading to the solutions: ( , , ) (3,13,234), (3,14,126), (3,15,90), (3,16,72), (3,18,54),x y z =  

(3,20,45), (3,21,42), (3,24,36), (3,30,30), (3,36,27), (3,39,26), (3,48,24), (3,66,22), (3,84,21),

(3,120,20)  and (3,228,19) . 

In the same manner  

( )2  leads to ( , , ) (4,9,108), (4,10,60), (4,11,44), (4,12,36), (4,14,28),x y z =  

(4,16,24), (4,20,20), (4,24,18), (4,32,16), (4,40,15), (4,56,14)  and (4,104,13) . 

( )3  leads to ( , , ) (5,7,210), (5,8,60), (5,10,30), (5,15,18), (5,20,15)x y z =  and 

(5,40,12) . 

( )4  leads to ( , , ) (6,7,63), (6,8,36), (6,9,27), (6,12,18), (6,15,15), (6,24,12),x y z =  

(6,33,11)  and (6,60,10) . 

( )5  leads to ( , , ) (8,8,24), (8,16,12)x y z =  and (8,48,9) . 

While,  ( )6  leads to ( , , ) (10,10,15)x y z =  and (10,20,10) . 

If 7x = , then 2 3 5
14y z

+ = .       ( )7  

If 9x = , then 2 3 7
18y z

+ = .       ( )8  

If 11x = , then 9
22

2 3
y z
+ = .        ( )9  

If 12x = , then 2 3 5 .
12y z

+ =        ( )10  
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If z y≤ , then ( )7  gives  5 2 3 5
14 y z z

= + ≤ , that is, 7 14z≤ ≤ .  However, only 

{ }9,10,14z∈  gives positive integral values of .y  Hence, ( , , ) (7,84,9),(7,35,10)x y z =  

and (7,14,14) . 

If y z≤ , then ( )7  gives 5 2 3 5
14 y z y

= + ≤ , that is, 7 14y≤ ≤ . However, only { }7,8y∈

gives positive integral values of z . Hence, ( , , ) (7,7,42)x y z =  and (7,8,28) . 

If z y≤ , then ( )8  gives 7 2 3 5
18 y zz

= + ≤ , that is, 9 12z≤ ≤ .  However, only { }9z∈

gives positive integral value of y . Hence, ( , , ) (9,36,9)x y z = . 

If y z≤ , then ( )8  gives 7 2 3 5
18 y z y

= + ≤ , that is, 9 12y≤ ≤ .  However, only { }9y∈

gives positive integral value of z . Hence, ( , , ) (9,9,18)x y z = . 

If z y≤ , then ( )9  gives 9 2 3 5
22 y zz

= + ≤ , that is, 11 12z≤ ≤ . However, both of them 

do not give positive integral value of y . Hence, there is no solutions for ( )9 . 

If y z≤ , then ( )9  gives 9 2 3 5
22 y yz

= + ≤ , that is, 11 12y≤ ≤ . However, both of them 

do not give positive integral value of z . Hence, there is no solutions for ( )9  

If z y≤ , then ( )10  gives 5 2 3 5
12 y z z

= + ≤ , that is, 12z = . Hence, ( , , ) (12,12,12)x y z = . 

If y z≤ , then ( )10  gives 5 2 3 5
12 y yz

= + ≤ , that is, 12y = . Hence, ( , , ) (12,12,12)x y z = . 

Case II  If y x z< ≤  or y z x≤ < , then 1 1 2 3 6
2 x y z y
= + + ≤ . Hence, 5 12y≤ ≤ . 

If 5y = , then 1 3 1
10x z

+ = , i.e., ( 10)( 30) 300x z− − = . ( )11  

If 6y = , then 1 3 1
6x z

+ = , i.e., ( 6)( 18) 108x z− − = . ( )12  

If 7y = , then 1 3 3
14x z

+ = , i.e., (3 14)( 14) 196x z− − = . ( )13  

If 8y = , then 1 3 1
4x z

+ = , i.e., ( 4)( 12) 48x z− − = . ( )14  
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If 10y = , then 1 3 3
10x z

+ = , i.e., (3 10)( 10) 100x z− − = . ( )15  

If 12y = , then 1 3 1
3x z

+ = , i.e., ( 3)( 9) 27x z− − = . ( )16  

For ( )11  the only following cases are possible : 

10 1, 30 300; 10 2, 30 150; 10 3, 30 100;x z x z x z− = − = − = − = − = − =  

10 4, 30 75; 10 5, 30 60; 10 6, 30 50;x z x z x z− = − = − = − = − = − =  

10 10, 30 30; 10 12, 30 25; 10 15, 30 20;x z x z x z− = − = − = − = − = − =  

10 20, 30 15; 10 25, 30 12; 10 30, 30 10;x z x z x z− = − = − = − = − = − =  

10 50, 30 6; 10 60, 30 5; 10 75, 30 4;x z x z x z− = − = − = − = − = − =  
10 100, 30 3; 10 150, 30 2; 10 300, 30 1x z x z x z− = − = − = − = − = − = . 

Leading to the solutions : ( , , ) (11,5,330),(12,5,180),(13,5,130),(14,5,105),(15,5,90),x y z =  

(16,5,80),(20,5,60),(22,5,55),(25,5,50),(30,5,45),(35,5,42),(40,5,40),(60,5,36),(70,5,35),  
(85,5,34),(110,5,33),(160,5,32)  and (310,5,31) . 

In the same manner,  

( )12  leads to ( , , ) (7,6,126),(8,6,72),(9,6,54),(10,6,45),(12,6,36),(15,6,30),x y z =

(18,6,27),(24,6,24),(33,6,22),(42,6,21), (60,6,20)  and (114,6,19) . 

( )13  leads to ( , , ) (14,7,21),(21,7,18)x y z =  and (70,7,15) . 

( )14  leads to ( , , ) (10,8,20),(12,8,18),(16,8,16),(20,8,15),(628,8,14)x y z = and 

(52,8,13) . 

( )15  leads to ( , , ) (20,10,12)x y z = . 

While, ( )16  has no solutions. 

If 9y = , then 1 3 5
18x z

+ = . ( )17  

If 11y = , then 1 3 7
22x z

+ = . ( )18  

If x z≤ , then ( )17  gives 5 1 3 4
18 x xz

= + ≤ , that is, 9 14x< ≤ .  However, all values of 

x  do not give positive integral value of z . Hence, there is no solutions for ( )17 . 
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If z x< , then ( )17  gives 5 1 3 4
18 x z z

= + < , that is, 9 14z≤ ≤ . However, only { }11,12z∈  

gives positive integral values of x . Hence, ( , , ) (198,9,11)x y z =  and (36,9,12) . 

If x z≤ , then ( )18  gives 7 1 3 4
22 x xz

= + ≤ , that is, 11 12x< ≤ . However, both values 

of x  do not give positive integral value of z . Hence, there is no solutions for ( )18 . 

If z x< , then ( )18  gives 7 1 3 4
22 x z z

= + < , that is, 11 12z≤ ≤ . However, only { }11z∈  

gives positive integral value of x . Hence, ( , , ) (22,11,11)x y z = . 

Case III  If z x y< ≤  or z y x< < , then 1 1 2 3 6
2 x y z z
= + + ≤ . Hence, 7 12z≤ ≤ . 

If 7z = , then 1 2 1
14x y

+ = , i.e., ( 14)( 28) 392x y− − = . ( )19  

If 8z = , then 1 2 1
8x y

+ = , i.e., ( 8)( 16) 128x y− − = . ( )20  

If 9z = , then 1 2 1
6x y

+ = , i.e., ( 6)( 12) 72x y− − = . ( )21  

If 10z = , then 1 2 1
5x y

+ = , i.e., ( 5)( 10) 50x y− − = . ( )22  

If 12z = , then 1 2 1
4x y

+ = , i.e., ( 4)( 8) 32x y− − = . ( )23  

( )19  leads to ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 15,420,7 , 16,224,7 , 18,126,7 , 21,84,7 , 22,77,7 ,x y z =

( ) ( )42,42,7 ,(63,36,7),(70,35,7),(112,32,7),(2128,5 0,36,7 , 0,7)  and (406,29,7) . 

( )20  leads to ( , , ) (9,144,8),(10,80,8),(12,48,8),(16,32,8),(24,24,8),(40,20,8),x y z =

(72,18,8)  and (136,17,8) . 

( )21  leads to ( , , ) (10,30,9),(12,24,9),(14,21,9),(15,20,9),(18,18,9),(24,16,9),x y z =

(30,15,9),(42,14,9)  and (78,13,9) . 

( )22  leads to ( , , ) (15,15,10),(30,12,10)x y z =  and (55,11,10) . 

While, ( )23  has no solutions. 

If 11z =  then 1 2 5
22x y

+ = . ( )24  
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If x y≤ , then ( )24  gives 5 1 2 3
22 x y x

= + ≤ , that is, 12 13x≤ ≤ , However, both values 

of x  do not give positive integral value of y . Hence, there is no solution for ( )24 . 

If y x<  then ( )24  gives 5 1 2 3
22 x y y

= + <  that is, 12 13y≤ ≤ .  However, both values 

of y  do not give positive integral value of x . Hence, there is no solution for ( )24 . 

Suggested Problem  

Let , , ,a b c p  and q  be positive integers, we may ask for the positive integral 

solutions ( ), ,x y z  for the Diophantine equation a b c p
x y z q
+ + =  where ,x y  and z  are 

positive integers. 
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บทคัดยอ 

ในงานวิจัยน้ี เราไดศึกษารูปแบบจํานวนเฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอจองด ( )1 22 /p p p  เมื่อ 

1p , 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ที่ 1|p p/  และ 2|p p/  โดยใชทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนในการหาผล

เฉลยของระบบสมภาค เราแบงการศึกษาน้ีออกเปน 3 กรณี ดังตอไปน้ี 

1. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 1 mod  4p ≡    

2. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡   

3. ( )1 3 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  

คําสําคญั:  สวนตกคางกําลังสอง สัญลักษณเลอจองด ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน 
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ABSTRACT 

In this research, we study the form of odd prime number p  in Legendre Symbol 

( )1 22 /p p p  where 1p , 2p  are odd prime numbers, 1|p p/  and 2|p p/  by using 

Chinese Remainder Theorem for finding the solutions of system of congruence.  We 

separate this study into 3 cases as the followings. 

1. ( )1 1 mod  4p ≡  and ( )2 1 mod  4p ≡    

2. ( )1 1 mod  4p ≡  and ( )2 3 mod  4p ≡   

3. ( )1 3 mod  4p ≡  and ( )2 3 mod  4p ≡   

Keywords:  Quadratic residue, Legendre symbol, Chinese remainder theorem  

1. บทนํา  

สําหรับจํานวนเต็มบวก m  และจํานวนเต็ม a  ที่ ( ), 1=a m  เราจะกลาววา a  เปนสวนตกคาง

กําลังสองมอดุโล m  ก็ตอเมื่อ 2  (mod  )x a m≡  มีผลเฉลย  

สัญลักษณเลอจองดเปนสัญลักษณที่แสดงถึงความเปนสวนตกคางกําลังสองซึ่งนิยามดังตอไปน้ี 

บทนิยาม 1.1 [1] กําหนดให p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ และ a  เปนจํานวนเต็มที่ |p a/  สัญลักษณ

เลอจองด (Legendre symbol) ( )/a p  จะกําหนดคาใหไดดังน้ี  

( )/ 1a p =  เมื่อ a  เปนสวนตกคางกําลังสอง มอดุโล p  

( )/ 1a p = −  เมื่อ a  ไมเปนสวนตกคางกําลังสอง มอดุโล p  

สําหรับกรณีที่ 2a =  อัจฉรา หาญชูวงศ [1] ไดกลาวถึงรูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ในสัญลักษณ

เลอจองดไวดังน้ี 

( )
1, 1 (mod  8)

2 /
1, 3 (mod  8)

p
p

p
≡ ±

= − ≡ ±
 

จากการศึกษางานวิจัยที่เกี่ยวของกับการหารูปแบบจํานวนเฉพาะคี่ในสัญลักษณเลอจองด พบวา 

ในป พ.ศ. 2547 อภิรัฐ ศิระวรกุล [2] ไดศึกษาหารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอ

จองด ( )/b p  เมื่อ b  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ที่ |p b/  ซึ่งมีผลการวิจัยดังน้ี 
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ทฤษฎีบท 1.1 [2] กําหนดให b  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ โดยที่ |p b/  และ ( )1 mod  4b ≡  

จะไดวา 

( )
1 1

1 1

1, (mod  2 )
/

1, (mod  2 )

S S

T T

p b r b r b
b p

p b r b r b
 ≡ + +

= 
− ≡ + +

 

เมื่อ { }1 2,  4,  6, ,  1 ,S b∈ −  { }1 1,  3,  5, ,  2T b∈ −  และ r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล b  

ทฤษฎีบท 1.2 [2] กําหนดให b  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ โดยที่ |p b/  และ ( )3 mod  4b ≡  

จะไดวา 

( )

( )
( )

( )
( )

1

1

1

1

0

0

0

0

1, 3 4  mod  4 ,

3 4  mod  4
/

1, 3 4  mod  4 ,

3 4  mod  4

S

T

T

S

p b n r b

b n r b
b p

p b n r b

b n r b

 ≡ +


≡ − +
= 

− ≡ +
 ≡ − +

 

เมื่อ { }1 2,  4,  6, ,  1 ,∈ −S b  { }1 1,  3,  5, ,  2 ,∈ −T b  0n  เปนจํานวนนับ และ r  เปนราก

ปฐมฐานมอดุโล b  โดยที่ 0n  สอดคลองกับสมการ 04 1b n= −  

ในป พ.ศ. 2559 อภิรัฐ ศิระวรกุล และคณะ [3] ไดศึกษารูปแบบจํานวนเฉพาะคี่ p  ใน

สัญลักษณเลอจองด ( )1 2 /p p p  เมื่อ 1p  และ 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1|p p/  และ 2|p p/  

ซึ่งมีผลวิจัยดังทฤษฎีบทตอไปน้ี 

ทฤษฎีบท 1.3 [3] กําหนดให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1 1 (mod  4)p ≡ , 

2 1 (mod  4)p ≡ , 1|p p/  และ 2|p p/  จะไดวา  

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1, 2  mod  2 ,

2  mod  2
/

1, 2  mod  2 ,

2  mod  2

S S

T T

S T

T S

p p p n r p n r p p p

p p n r p n r p p p
p p p

p p p n r p n r p p p

p p n r p n r p p p

 ≡ + +

 ≡ + += 
− ≡ + +


≡ + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 
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{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 1n  

และ 2n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( )2 1 12 1 mod  p n p≡  และ ( )1 2 22 1 mod  p n p≡  ตามลําดับ 

ทฤษฎีบท 1.4 [3] กําหนดให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1 1 (mod  4)p ≡ , 

2 3 (mod  4)p ≡ , 1|p p/  และ 2|p p/  จะไดวา  

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1

1, 4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4
/

1, 4 4  mod  

S S

S T

T T

T S

T S

p p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p
p p p

p p p n r p n n r p

≡ − + +

≡ + +

≡ − + +

≡ + +
≡

− ≡ − + + ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 3 1 2 0 4 2 1 1 2

4 ,

4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4 ,

4 4  mod  4

T T

S T

S S

p p

p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p

p p n r p n n r p p p













≡ + +


≡ − + +

 ≡ + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

0 3,  n n  แ ล ะ  4n  เ ป น จํ า น ว น เ ต็ ม ที่ ส อ ด ค ล อ ง  2 04 1,p n= − ( )2 3 14 1 mod  p n p≡ แ ล ะ 

( )1 4 24 1 mod  p n p≡  ตามลําดับ 

ทฤษฎีบท 1.5 [3]  กําหนดให  1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่  ซึ่ ง  1 3 (mod  4)p ≡ , 

2 3 (mod  4)p ≡ , 1|p p/ และ 2|p p/  จะไดวา  
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2

1, 16  mod  4 ,

16  mod  4 ,

16  mod  4 ,

16  mod  4
/

1, 16

S S

T T

T T

S S

T

p p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p
p p p

p p p n n r p m n r

≡ + +

≡ − + +

≡ + +

≡ − + +
≡

− ≡ + +( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

1 2

1 2

1 2

1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

1 2 0 3 1 2 0 4 2 1 1 2

 mod  4 ,

16  mod  4 ,

16  mod  4 ,

16  mod  4

S

S T

S T

T S

p p p

p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p

p p n n r p m n r p p p













≡ − + +


≡ + +

 ≡ − + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ

0 0 3,  ,  n m n  และ 4n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง 1 0 2 04 1,  4 1,= − = −p n p m   

( )2 3 14 1 mod  ≡p n p  และ ( )1 4 24 1 mod  p n p≡  ตามลําดับ 

จากสิ่งที่กลาวมาขางตน ทําใหผูวิจัยไดตอยอดแนวความคิดน้ี โดยพิจารณาหารูปแบบของจํานวน

เฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอจองด ( )1 22 /p p p  เมื่อ 1p , 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่, 1|p p/  และ 

2|p p/   

2. ผลการวิจัย  

ในงานวิจัยน้ี ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนถือไดวาเปนเครื่องมือสําคัญในการแกระบบสมภาคเพ่ือ

หารูปแบบจํานวนเฉพาะคี่ในสัญลักษณเลอจองด โดยทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนมีเน้ือความดังตอไปน้ี  

ทฤษฎีบท 2.1 [1] กําหนดให 1 2 3,  ,  ,  ,  nm m m m  เปนจํานวนเต็มบวกที่เปนจํานวนเฉพาะ

สัมพัทธทุกคู และ 1 2 3,  ,  ,  ,  na a a a  เปนจํานวนเต็มใด ๆ จะไดวาระบบสมภาค 

1 1 (mod  )x a m≡  

2 2 (mod  )x a m≡  

  

 (mod  )n nx a m≡  
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จะมีผลเฉลยเพียงตัวเดียวมอดุโล m  เมื่อ 1 2 3 nm m m m m=   น่ันคือ มี 0x  เปนผลเฉลย และ 

ผลเฉลยทั้งหมดจะอยูในรูป 0x km+  เมื่อ k  เปนจํานวนเต็มใด ๆ  

ในบทพิสูจนของทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนไดกลาวถึงรูปแบบผลเฉลยของระบบสมภาคไวดังน้ี 

1 1 1 2 2 2 3 3 3 n n na m y a m y a m y a m y′ ′ ′ ′+ + + +  

เมื่อ i
i

mm
m

′ =  และ iy  หาไดจาก ( )1 mod  i i im y m′ ≡  ทุก { }1,2,3, ,i n∈   

นอกเหนือจากทฤษฎีเศษเหลือของจีนแลว เรายังใชทฤษฎีบทตอไปน้ีในการพิสูจนเพ่ือหารูปแบบ

จํานวนเฉพาะคี่ในสัญลักษณเลอจองดดวย 

ทฤษฎีบท 2.2 [1] กําหนดให 1 2 3,  ,  ,  ,  nm m m m  เปนจํานวนเต็มบวก และ 1 2 3,  ,  ,  ,  nb b b b…

ที่เปนจํานวนเต็มใด ๆ จะไดวาระบบสมภาค 

1 1 (mod  )x b m≡  

2 2 (mod  )x b m≡  

  

 (mod  )n nx b m≡  

จะมีผลเฉลย ก็ตอเมื่อ ( , ) ( )i j i jm m b b−  สําหรับทุกคา { },  1,  2,  3, ,  i j n∈ …  ที่ i j≠  และ 

ถามีผลเฉลย จะมีผลเฉลยเพียงตัวเดียวมอดุโล [ ]1 2 3,  ,  , ,  nm m m m  

ทฤษฎีบท 2.3 [1] กําหนดให p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ และ ,a b  เปนจํานวนเต็มที่ |p a/  และ  

|p b/  จะไดวา ( ) ( )( )/ / /  ab p a p b p=  

สําหรับการศึกษาหารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอจองด ( )1 22 /p p p  เมื่อ 

1p , 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่, 1|p p/  และ 2|p p/  เราไดแบงการศึกษาออกเปน 3 กรณี ดังตอไปน้ี 

1. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 1 mod  4p ≡   

2. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  

3. ( )1 3 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  
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กรณีที่ 1 ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 1 mod  4p ≡  

ทฤษฎีบท 2.4 ให 1p  และ 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่ทําใหมีจํานวนเต็ม m  และ n  ซึ่งสอดคลอง

กับ 1 4 1p m= +  และ 2 4 1p n= +  จะไดวา 

1. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว ( )1 2 1 mod  8p p ≡   

2. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว ( )1 23 1 mod  8p p− ≡  

บทพสิูจน  

1.  สมมติ m n+  เปนจํานวนเต็มคู  จะมีจํ านวนเต็ม l  ที่ทํ าให  2m n l+ =  เพราะฉะน้ัน

( )( ) ( )1 2 4 1 4 1 16 4( ) 1 16 4(2 ) 1 8 2 1p p m n mn m n mn l mn l= + + = + + + = + + = + +  ดังน้ัน  

( )1 2 1 mod  8p p ≡  

2 .  สมมติ  m n+  เปนจํ านวนเ ต็มคี่  จะมีจํ านวนเ ต็ม  l  ที่ ทํ า ให  2 1m n l+ = +  จะได ว า

( )( ) ( )1 2 4 1 4 1 16 4( ) 1 16 4(2 1) 1 8 2 5p p m n mn m n mn l mn l= + + = + + + = + + + = + +  

เพราะฉะน้ัน 

( ) ( ) ( )1 23 8 6 3 15 8 6 3 16 1 8 6 3 2 1p p mn l mn l mn l− = − − − = − − − + = − − − +  

ดังน้ัน ( )1 23 1 mod  8p p− ≡          

ทฤษฎีบท 2.5 ให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1|p p/  และ 2|p p/  และ 

ถา 1 4 1p m= +  และ 2 4 1p n= +  สําหรับบางจํานวนเต็ม m  และ n  จะไดวา 

1. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1

1 2

1, 16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

3 16  mod  8

2 /

S S

T T

S S

T T

S T

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p

p p p

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

=

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1

,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8

1, 16  mod  8 ,

16  mod  8

T S

S T

T S

S T

T S

p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

− ≡ + +

≡ + + ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

S T

T S

S S

T T

S S

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Tp p n n r p n r p p p
































 + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − ,  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

1 2,  n n  และ 3n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( ) ( )2 1 1 1 2 22 1 mod  ,  2 1 mod  p n p p n p≡ ≡  

และ ( )3 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

2. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว  
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1

1 2

1, 3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

16  mo

2 /

S S

T T

S S

T T

S T

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p

p p p

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

=

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1

d  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8

1, 3 16  mod  8 ,

3 16  mod  

T S

S T

T S

S T

T S

p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p

≡ − + +

≡ + +

≡ + +

− ≡ − + +

≡ − + + ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

S T

T S

S S

T T

S S

p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8T Tp p n n r p n r p p p
































 ≡ + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … −  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

1 2,  n n  และ 3n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( ) ( )2 1 1 1 2 22 1 mod  ,  2 1 mod  p n p p n p≡ ≡  

และ ( )3 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

กรณีที่ 2 ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  

ทฤษฎีบท 2.6 ให 1p  และ 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่ทําใหมีจํานวนเต็ม m  และ n  ซึ่งสอดคลอง

กับ 1 4 1p m= +  และ 2 4 3p n= +  จะไดวา 

1. ถา 3m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว ( )1 23 1 mod  8p p ≡   

2. ถา 3m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว ( )1 2 1 mod  8p p− ≡  
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บทพสิูจน  

1. สมมติ 3m n+  เปนจํานวนเต็มคู จะมีจํานวนเต็ม l  ที่ทําให 3 2m n l+ =  จะไดวา  

 ( )( ) ( )1 2 4 1 4 3 16 4(3 ) 3 16 4(2 ) 3 8 2 3p p m n mn m n mn l mn l= + + = + + + = + + = + +  

เพราะฉะน้ัน  

 ( ) ( ) ( )1 23 8 6 3 9 8 6 3 8 1 8 6 3 1 1p p mn l mn l mn l= + + = + + + = + + +  

ดังน้ัน ( )1 23 1 mod  8p p ≡   

2. สมมติ 3m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ จะมีจํานวนเต็ม l  ที่ทําให 3 2 1m n l+ = +  จะไดวา 

 ( )( ) ( )1 2 4 1 4 3 16 4(3 ) 3 16 4(2 1) 3 8 2 7p p m n mn m n mn l mn l= + + = + + + = + + + = + +  

เพราะฉะน้ัน  

( ) ( ) ( )1 2 8 2 7 8 2 8 1 8 2 1 1p p mn l mn l mn l− = − − − = − − − + = − − − +  

ดังน้ัน ( )1 2 1 mod  8p p− ≡           

ทฤษฎีบท 2.7 ให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1|p p/  และ 2|p p/  และ 

ถา 1 4 1p m= +  และ 2 4 3p n= +  สําหรับบางจํานวนเต็ม m  และ n  จะไดวา 

1. ถา 3m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว 



รูปแบบจํานวนเฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอจองด ( )1 22 /p p p  

54 

( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1

1 2

1, 3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

32

2 /

S S

T T

S T

T S

T

p p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r

p p p

≡ + + +

≡ + + +

≡ − + + +

≡ − + + +

≡ +

=

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8

1, 3 32 4 1  mod  8

T

S S

T S

S T

T S

p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p p n n r p n n r p p p

+ +

≡ + + +

≡ − + + +

≡ − + + +

− ≡ + + +

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2

,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod8 ,

32 4 1

S T

T T

S S

S T

T

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r

≡ + + +

≡ − + + +

≡ − + + +

≡ + + +

≡ + + +( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

2

1 2

1 2

1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

 mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

          32 4 1  mod8

S

S S

T T

p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p






























 ≡ − + + +

 ≡ − + + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

3 4,  n n  และ 5n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง ( ) ( )2 3 1 1 4 24 1 mod  ,  4 1 mod  p n p p n p≡ ≡  และ  

( )5 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ    

2. ถา 3m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว  
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( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1

1 2

1, 32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

3 32

2 /

S S

T T

S T

T S

T

p p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p

p p p

≡ − + + +

≡ − + + +

≡ + + +

≡ + + +

≡ − +

=

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8

1, 32 4 1  mod  8

T

S S

T S

S T

T S

n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p p n n r p n n r p p p

+ +

≡ − + + +

≡ + + +

≡ + + +

− ≡ − + + +

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2

,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

32 4 1  mod  8 ,

3 32 4 1  mod8 ,

3 32 4 1

S T

T T

S S

S T

T

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r

≡ − + + +

≡ + + +

≡ + + +

≡ − + + +

≡ − + + +( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

2

1 2

1 2

1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

 mod  8 ,

3 32 4 1  mod  8 ,

          3 32 4 1  mod8

S

S S

T T

p p p

p p n n r p n n r p p p

p p n n r p n n r p p p






























 ≡ + + +

 ≡ + + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

3 4,  n n  และ 5n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง ( ) ( )2 3 1 1 4 24 1 mod  ,  4 1 mod  p n p p n p≡ ≡  และ  

( )5 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

กรณีที่ 3 ( )1 3 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡  

ทฤษฎีบท 2.8 ให 1p  และ 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ที่ทําใหมีจํานวนเต็ม m  และ n  ซึ่งสอดคลอง

กับ 1 4 3p m= +  และ 2 4 3p n= +  จะไดวา 

1. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว ( )1 2 1 mod  8p p ≡   

2. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว ( )1 23 1 mod  8p p− ≡  
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บทพสิูจน 

1. สมมติ m n+  เปนจํานวนเต็มคู จะมีจํานวนเต็ม l  ที่ทําให 2m n l+ =  จะไดวา  

( )( )
( )

1 2 4 3 4 3 16 12( ) 9 16 12(2 ) 8 1

8 2 3 1 1

p p m n mn m n mn l

mn l

= + + = + + + = + + +

= + + +
 

ดังน้ัน ( )1 2 1 mod  8p p ≡  

2. สมมติ m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ จะมีจํานวนเต็ม l  ที่ทําให 2 1m n l+ = +  จะไดวา  

( )( )
( )

1 2 4 3 4 3 16 12( ) 9 16 12(2 1) 9

8 2 3 21

p p m n mn m n mn l

mn l

= + + = + + + = + + +

= + +
 

เพราะฉะน้ัน 

( ) ( ) ( )1 23 8 6 9 63 8 6 9 64 1 8 6 9 8 1p p mn l mn l mn l− = − − − = − − − + = − − − +  

ดังน้ัน ( )1 23 1 mod  8p p− ≡          

ทฤษฎีบท 2.9 ให 1 2,  p p  และ p  เปนจํานวนเฉพาะคี่ ซึ่ง 1|p p/ และ 2|p p/  และ 

ถา 1 4 3p m= +  และ 2 4 3p n= +  สําหรับบางจํานวนเต็ม m  และ n  จะไดวา 

1. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคู แลว 
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( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2

1 2

1, 128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

3

2 /

S S

T T

T T

S S

p p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p

p p p

≡ + + + +

≡ + + + +

≡ − + + + +

≡ − + + + +

≡ +

=

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1

128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8

1, 128 1

S T

T S

T S

S T

n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p p n n n r

+ + +

≡ + + + +

≡ − + + + +

≡ − + + + +

− ≡ + + ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1

1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  

T S

S T

S T

T S

T T

p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p

+ +

≡ + + + +

≡ − + + + +

≡ − + + + +

≡ + + + + ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

mod8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

          3 128 1 1  mod8

S S

S S

T T

p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p




























 ≡ + + + +

 ≡ − + + + +

 ≡ − + + + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − ,  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

3 4,  n n  และ 5n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง ( ) ( )2 3 1 1 4 24 1 mod  ,  4 1 mod  p n p p n p≡ ≡    

และ ( )5 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

2. ถา m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ แลว 
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( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2

1, 3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

2 /

S S

T T

T T

S S

p p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p

p p p

≡ − + + + +

≡ − + + + +

≡ + + + +

≡ + + + +

≡ −

=

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8

1, 3 128 1

S T

T S

T S

S T

p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p p n n n

+ + + +

≡ − + + + +

≡ + + + +

≡ + + + +

− ≡ − + + ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1

1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2

1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

3 128 1 1  mod  8 ,

128 1 1

T S

S T

S T

T S

T T

r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r

+ +

≡ − + + + +

≡ + + + +

≡ + + + +

≡ − + + + +( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

2

1 2

1 2

1 2

1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

1 2 5 3 1 2 4 2 1 1 2

 mod8 ,

128 1 1  mod  8 ,

128 1 1  mod  8 ,

          128 1 1  mod8

S S

S S

T T

p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p

p p n n n r p m n r p p p




























 ≡ − + + + +

 ≡ + + + +

 ≡ + + + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − ,  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

3 4,  n n  และ 5n  เปนจํานวนเต็มที่สอดคลอง ( ) ( )2 3 1 1 4 24 1 mod  ,  4 1 mod  p n p p n p≡ ≡  และ 

( )5 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

การพิสูจนทฤษฎีบท 2.5, ทฤษฎีบท 2.7 และทฤษฎีบท 2.8 มีความคลายคลึงกันโดยจะใช 

ทฤษฎีบท 2.3 เพ่ือแบงเปนกรณียอย ๆ และใชทฤษฎีบท 2.1 และ ทฤษฎีบท 2.2 ในการพิจารณาผล

เฉลยของระบบสมภาคน้ัน ๆ ซี่งในที่น้ี เราจะยกตัวอยางบทพิสูจนของทฤษฎีบท 2.5 กรณีที่ m n+  

เปนจํานวนเต็มคู อยางคราว ๆ เพ่ือใหเห็นแนวทางการพิสูจนทฤษฎีบททั้ง 3 ทฤษฎีบท 

 



 วารสารคณิตศาสตร ปริมา 64 เลมที่ 699 กันยายน – ธันวาคม 2562 

59 

บทพิสูจนทฤษฎีบท 2.5 จากทฤษฎีบท 1.3 เราทราบวา 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 1 1 2 2 2 1 1 2

1, 2  mod  2 ,

2  mod  2
/

1, 2  mod  2 ,

2  mod  2

S S

T T

S T

T S

p p p n r p n r p p p

p p n r p n r p p p
p p p

p p p n r p n r p p p

p p n r p n r p p p

 ≡ + +

 ≡ + += 
− ≡ + +


≡ + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 1n  

และ 2n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( )2 1 12 1 mod  p n p≡  และ ( )1 2 22 1 mod  p n p≡  ตามลําดับ  

และจาก ( )
1, 1 (mod  8)

2 /
1, 3 (mod  8)

p
p

p
≡ ±

= − ≡ ±
 

สมมติ m n+  เปนจํานวนเต็มคู จะไดวา 

กรณีที่ 1 พิจารณา ( )1 22 / 1p p p =  จากทฤษฎีบท 2.3 จะไดวา ( )( )1 22 / / 1p p p p =  

กรณีที่ 1.1 ( )2 / 1p =  และ ( )1 2 / 1p p p =  

กรณีที่ 1.1.1 1 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

จะไดวา 1 (mod  8)p ≡  และ ( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  S Sp p p n r p n r p p p≡ + +   

( )
( ) ( )

1 2

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1

1 2 1 2 1 2

8                                                   1

                       8                            2

1 mod  8        8 1 mod                

S S

m m p p a

m p p m a n r p n r p

p p y y p p

′= = =

′= = = +

≡ ≡           

 

จากทฤษฎีบท 2.4 และสมมติฐาน จะไดวา 1 1=y  และ 2 3=y n  ตามลําดับ  

โดยทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน จะไดวา  

( )( )( ) ( )( )( )( )

( )

1 2

1 2

1 1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 2 2 1 3

1 2 3 1 1 2 2 2 1

1 1 2 8

                         16

S S

S S

a m y a m y p p n r p n r p n

p p n n r p n r p

′ ′+ = + +

= + +
 

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8S Sp p p n n r p n r p p p≡ + +   

เมื่อ 3n  เปนจํานวนเต็มที่ทําให ( )3 1 28 1 mod  n p p≡  
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กรณีที่ 1.1.2 1 (mod  8)p ≡  และ ( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216 mod  8T Tp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 1.1.3 1 (mod  8)p ≡ −  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2S Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8S Sp p p n n r p n r p p p≡ − + +   

กรณีที่ 1.1.4 1 (mod  8)p ≡ −  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8T Tp p p n n r p n r p p p≡ − + +  

กรณีที่ 1.2 ( )2 / 1p = −  และ ( )1 2 / 1p p p = −  

กรณีที่ 1.2.1 3 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8S Tp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 1.2.2 3 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Sp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 1.2.3 3 (mod  8)p ≡ −  และ  

( )( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2S Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8S Tp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 1.2.4 3 (mod  8)p ≡ −  และ  

( )( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2T Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Sp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 2 พิจารณา ( )1 22 / 1p p p = −  จากทฤษฎีบท 2.3 จะไดวา ( )( )1 22 / / 1p p p p = −  

กรณีที่ 2.1 ( )2 / 1p =  และ ( )1 2 / 1p p p = −  

กรณีที่ 2.1.1 1 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8S Tp p p n n r p n r p p p≡ + +   
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กรณีที่ 2.1.2 1 (mod  8)p ≡  และ ( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8T Sp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 2.1.3 1 (mod  8)p ≡ −  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8S Tp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 2.1.4 1 (mod  8)p ≡ −  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 216  mod  8T Sp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 2.2 ( )2 / 1p = −  และ ( )1 2 / 1p p p =  

กรณีที่ 2.2.1 3 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2S Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8S Sp p p n n r p n r p p p≡ + +  

กรณีที่ 2.2.2 3 (mod  8)p ≡  และ  

( ) ( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22  mod  2T Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Tp p p n n r p n r p p p≡ + +   

กรณีที่ 2.2.3 3 (mod  8)p ≡ −  และ  

( )( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2S Sp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8S Sp p p n n r p n r p p p≡− + +   

กรณีที่ 2.2.4 3 (mod  8)p ≡ −  และ  

( )( )1 2
1 2 1 1 2 2 2 1 1 22 mod  2T Tp p p n r p n r p p p≡ + +  

ดังน้ัน ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Tp p p n n r p n r p p p≡− + +  

ดังน้ัน 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1

1 2

1, 16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

3 16  mod  8

2 /

S S

T T

S S

T T

S T

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p

p p p

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

=

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1

,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8

1, 16  mod  8 ,

16  mod  8

T S

S T

T S

S T

T S

p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ + +

≡ − + +

≡ − + +

− ≡ + +

≡ + + ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 2

,

16  mod  8 ,

16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

3 16  mod  8 ,

S T

T S

S S

T T

S S

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

p p n n r p n r p p p

≡ − + +

≡ − + +

≡ + +

≡ + +

≡ − + +

≡ − ( ) ( )1 2
1 2 3 1 1 2 2 2 1 1 23 16  mod  8T Tp p n n r p n r p p p
































 + +

 

เมื่อ { }1 12,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }2 22,  4,  6, ,  1S p∈ … − , { }1 11,  3,  5, ,  2T p∈ … − ,  

{ }2 21,  3,  5, ,  2T p∈ … − , 1r  และ 2r  เปนรากปฐมฐานมอดุโล 1p  และ 2p  ตามลําดับ และ 

1 2,  n n  และ 3n  เปนจํานวนเต็มสอดคลองกับ ( ) ( )2 1 1 1 2 22 1 mod  ,  2 1 mod  p n p p n p≡ ≡  

และ ( )3 1 28 1 mod  n p p≡  ตามลําดับ 

สําหรับกรณี m n+  เปนจํานวนเต็มคี่ เราทําการพิสูจนในทํานองเดียวกับการพิสูจนกรณี m n+  

เปนจํานวนเต็มคู           
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3. สรุป 

การวิจัยครั้ง น้ีเปนการศึกษาหารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่  p  ในสัญลักษณเลอจองด 

( )1 22 /p p p  เมื่อ 1p , 2p  เปนจํานวนเฉพาะคี่, 1|p p/  และ 2|p p/  โดยแบงการพิจารณา

ออกเปน 3 กรณี คือ  

1. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 1 mod  4p ≡ , 

2. ( )1 1 mod  4p ≡  และ ( )2 3  mod  4p ≡  และ  

3. ( )1 3 mod  4p ≡  และ ( )2 3 mod  4p ≡   

และในแตละกรณีไดแบงเปน 2 กรณียอย โดยไดใชทฤษฎีบทเศษเหลือของจีนซึ่งเปนทฤษฎีบท

พ้ืนฐานในทางทฤษฎีจํานวนในการคํานวณเพ่ือทําใหสามารถหารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ที่

สอดคลองกับสัญลักษณเลอจองดได และย่ิงไปกวาน้ัน ผูวิจัยคาดหวังวางานวิจัยน้ีอาจจะนําไปสูการ

หารูปแบบของจํานวนเฉพาะคี่ p  ในสัญลักษณเลอจองดใด ๆ ตอไปในอนาคต 
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การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝒏𝒏,𝒏𝒏,𝟏𝟏) 
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บทคัดยอ 

ให 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่ที่ 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ≥ 3 กระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 1) เปนกระดานหมากรุกขนาด 

𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ที่มีสวนตรงกลางขนาด 1 × 1 ขาดหายไป บทความฉบับน้ีศึกษาเง่ือนไขที่รับประกันการมีอยู

ของการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) และกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) 

เมื่อ 𝑚𝑚 เปนจํานวนคี่ที่ 𝑚𝑚 ≥ 11 และ 𝑘𝑘 ≥ 1 และหากมีการเดินแบบปดของมาแลวจะนําเสนอ

ขั้นตอนวิธีในการเดินดวย 

คําสําคญั:  การเดินแบบปดของมา กระดานวงแหวน  

ABSTRACT 

 Let 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 be odd integers such that 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 ≥ 3, the ring board (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 1) is an 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 

chessboard with the middle part of size 1 × 1 is missing.  This article studies the 

mailto:2pearpz1@gmail.com
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conditions to guarantee the existence of a closed knight’ s tour on the ring board 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) and the ring board (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) for odd integers 𝑚𝑚 such that 𝑚𝑚 ≥ 11 and 

𝑘𝑘 ≥ 1 and if it exists, then an algorithm for finding a closed knight’s tour on that board 

is given.  

Keywords:  Closed knight’s tour, Ring board  

1. บทนํา 

การเดินของมาบนกระดานหมากรุกเปนเรื่องที่นาสนใจในทางคณิตศาสตร โดยมาจะเดินไปใน

แนวนอนหรือแนวต้ังจํานวนสองชองแลวหมุนในระนาบเดียวกัน 90 องศากับแนวเดิมและเดินตอไป

อีกหน่ึงชอง ดังรูป 

 

รูปที่ 1.1 การเดินของมาจากจุดที่กําหนดบนกระดานหมากรุกขนาด 4 × 4 

โดยทั่วไปกระดานหมากรุกขนาดมาตรฐานจะเปนกระดานหมากรุกขนาด 8 × 8 ซึ่งประกอบดวยชอง

รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเรียงตอกัน 8 แถว แถวละ 8 รูป ตอมานักคณิตศาสตรไดขยายการเดินของมาบน

กระดานหมากรุกขนาด 8 × 8 ไปสูการเดินของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ซึ่งประกอบดวย

ชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสเรียงตอกัน 𝑚𝑚 แถว แถวละ 𝑛𝑛 รูป และทาแตละชองดวยสีขาวและสีดําสลับกัน

ไป 

สําหรับกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ถากําหนดใหแตละชองมีตําแหนงเปน (𝑖𝑖, 𝑗𝑗) ในลักษณะ

เดียวกับการกําหนดตําแหนงสมาชิกของเมทริกซขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 แลวจะไดวามาที่อยูในตําแหนง (𝑖𝑖, 𝑗𝑗) 

จะสามารถเลือกเดินไปได 1 ชองจากอยางมาก 8 ชอง โดยอาจไปอยูในตําแหนง (𝑖𝑖 ± 1, 𝑗𝑗 ± 2) หรือ 

(𝑖𝑖 ± 2, 𝑗𝑗 ± 1) สังเกตวาการเดินของมาในแตละครั้ง จะเดินจากชองสีขาวไปยังชองสีดํา หรือชองสีดํา

ไปยังชองสีขาวเทาน้ัน  

การเดินแบบปดของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 คือ การเดินของมาโดยที่มาเดินไปทุก

ชองของกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 เพียงหน่ึงครั้ง แลวกลับมาที่จุดเริ่มตน ดังน้ันจากขอสังเกต
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เก่ียวกับการเดินของมาทําใหไดวา ถาจํานวนชองสีขาวและชองสีดําบนกระดานหมากรุกที่พิจารณามี

จํานวนไมเทากัน แลวจะไมสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานหมากรุกดังกลาวได 

ในป ค.ศ. 1991 Schwenk [2] ไดเผยแพรเง่ือนไขที่จําเปนและเพียงพอสําหรับการมีอยูของการ

เดินแบบปดของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1.1 [2] บนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 โดยที่ 𝑚𝑚 ≤ 𝑛𝑛 จะมีการเดินแบบปดของมาได 

ยกเวนถาเง่ือนไขขอใดขอหน่ึงตอไปน้ีเปนจริง  

 a) 𝑚𝑚 และ 𝑛𝑛 เปนจํานวนคี่ทั้งคู หรือ 

 b) 𝑚𝑚 = 1 หรือ 2 หรือ 4 หรือ 

 c) 𝑚𝑚 = 3 และ 𝑛𝑛 = 4 หรือ 6 หรือ 8 

นอกจากน้ี Schwenk [2] ยังพิสูจนวา ถาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 มีการเดินแบบปด

ของมาแลวจะไดวาสามารถหาการเดินแบบปดของมาที่ผานระหวางตําแหนงสองตําแหนงบนกระดาน

ดังกลาวทั้งหมด 10 คู ที่เราสามารถระบุตําแหนงคูเหลาน้ันไดเสมอ 

ทฤษฎีบท 1.2 [2] สําหรับกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ที่มีการเดินแบบปดของมา เราสามารถหา

การเดินแบบปดของมาที่ผานชองบนกระดานหมากรุกน้ัน 10 คู คือ  

(1,𝑛𝑛 − 1) - (3,𝑛𝑛), (𝑚𝑚 − 2,𝑛𝑛 − 1) - (𝑚𝑚,𝑛𝑛), (𝑚𝑚 − 1,1) - (𝑚𝑚, 3), (𝑚𝑚 − 1,𝑛𝑛 − 2) - (𝑚𝑚,𝑛𝑛), 

(4,𝑛𝑛 − 1) - (2,𝑛𝑛), (1,𝑛𝑛) - (3,𝑛𝑛 − 1), (𝑚𝑚 − 2,𝑛𝑛) - (𝑚𝑚,𝑛𝑛 − 1), (𝑚𝑚, 1) - (𝑚𝑚 − 1, 3), 

(𝑚𝑚,𝑛𝑛 − 2) - (𝑚𝑚 − 1,𝑛𝑛) และ (𝑚𝑚, 2) - (𝑚𝑚 − 1, 4) 

ไดเสมอ 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 1.2 ตําแหนงสองตําแหนงทั้งหมด 10 คู ตามทฤษฎีบท 1.2  

บนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 ที่มีการเดินแบบปดของมา 
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ตอมานักวิจัยบางทานไดหันไปใหความสนใจกับการเดินของมาบนกระดานหมากรุกขนาด 𝑚𝑚 × 𝑛𝑛 

ที่รูตรงกลางขนาด 𝑟𝑟 × 𝑟𝑟  โดยที่ 𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 𝑟𝑟 เปนจํานวนเต็มที่ 𝑟𝑟 ≥ 1 และ 𝑚𝑚, 𝑛𝑛 > 2𝑟𝑟 ซึ่งเรียกกระดาน

แบบน้ีวา กระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑟𝑟)  

 

รูปที่ 1.3 ตัวอยางกระดานวงแหวน (5,5,1) 

สําหรับกรณีเฉพาะที่ 𝑚𝑚 = 𝑛𝑛 จะเห็นวาเหนือรูขนาด 𝑟𝑟 × 𝑟𝑟 จะมีชองรูปสี่เหลี่ยมจัตุรัสอยูจํานวน 
𝑛𝑛−𝑟𝑟
2

 แถว ซึ่งเราเรียกวาความหนาของกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) เชน ในรูป 1.3 จะเห็นวากระดานวง

แหวน (5, 5,1) มีความหนาเปน 2  

ในป ค.ศ. 1996 Wiitala [3] ไดศึกษาเก่ียวกับการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่มีความหนาเปน 2 ซึ่งไดผลการศึกษาดังน้ี 

ทฤษฎีบท 1.3 [3] ไมมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่มีความหนาเปน 2 

เมื่อ 𝑛𝑛 ≥ 5   

บทความฉบับน้ีจะศึกษาเง่ือนไขเกี่ยวกับการมีอยูของการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่บางจํานวน โดยการแบงกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ออกเปนสวน ๆ 

แลวพิจารณาการเดินของมาในสวนเหลาน้ันและพยายามหาทางเช่ือมตอกันจนเปนการเดินแบบปด

ของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ที่สมบูรณ 

2. การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝒏𝒏,𝒏𝒏,𝟏𝟏) เม่ือ 𝒏𝒏 เปนจํานวนเต็มคี ่

 ในหัวขอน้ีเราจะศึกษาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวน

เต็มคี่ที่ 𝑛𝑛 ≥ 3 



การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1)   

68 

กรณี 1 เมื่อ 𝑛𝑛 = 3 เราสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (3, 3, 1) ไดดังแสดง

ในรูป 2.1 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

 

 

 

รูปที่ 2.1 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (3, 3, 1) 

กรณี 2 เมื่อ 𝑛𝑛 = 5 จากรูป 1.3 กระดานวงแหวน (5, 5, 1) มีความหนาเปน 2 ดังน้ัน โดยทฤษฎีบท 

1.3 จะไดวาไมมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

กรณี 3 เมื่อ 𝑛𝑛 = 7 เราสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (7, 7, 1) ไดดังแสดง

ในรูป 2.2 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

 

 

 

 

รูปที่ 2.2 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (7, 7, 1) 

กรณี 4 เมื่อ 𝑛𝑛 = 9 เราสามารถหาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (9, 9, 1) ไดดังแสดง

ในรูป 2.3 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวนดังกลาว 

กรณี 5 เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่บวกที่ 𝑛𝑛 ≥ 11 เราแบงกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ออกเปนกระดาน

หมากรุกยอยขนาด 𝑛𝑛−1
2

× 𝑛𝑛+1
2

 เทา ๆ กันจํานวน 2 กระดาน และกระดานหมากรุกยอยขนาด 
𝑛𝑛+1
2

× 𝑛𝑛−1
2

 เทา ๆ กันจํานวน 2 กระดาน ตามแนวเสนขอบของรูขนาด 1 × 1 ของกระดานวงแหวน 
(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1)  
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รูปที่ 2.3 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (9, 9, 1) 

ดังตัวอยางการแบงกระดานวงแหวน (11, 11, 1) ออกเปน 4 กระดานในรูป 2.4 โดยจะเรียกกระดาน

หมากรุกยอยตําแหนงซายบนวากระดาน 𝐴𝐴 และเรียกกระดานยอยกระดานอ่ืน ๆ ตามทิศทางตามเข็ม

นาฬิกาวากระดาน 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 และ 𝐷𝐷 ตามลําดับ 

 

 

 

 

รูปที่ 2.4 แนวการแบงกระดานวงแหวน (11, 11, 1) ออกเปน 4 กระดาน 

เน่ืองจาก 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่ที่ 𝑛𝑛 ≥ 11 ดังน้ัน 𝑛𝑛−1
2

  และ 𝑛𝑛+1
2

  เปนจํานวนเต็มที่อยูติดกัน ทําให 
𝑛𝑛−1
2

 และ 𝑛𝑛+1
2

 เปนจํานวนเต็มคี่ทั้งคูไมได น่ันคือ กระดานหมากรุกขนาด 𝑛𝑛−1
2

× 𝑛𝑛+1
2

 ไมสอดคลองกับ

เง่ือนไข a) ของทฤษฎีบท 1.1 ย่ิงไปกวาน้ันเรายังไดวา 𝑛𝑛−1
2

 ≥ 5 น่ันคือ กระดานหมากรุกขนาด 
𝑛𝑛−1
2

× 𝑛𝑛+1
2

 ไมสอดคลองกับเง่ือนไข b) และ c) ของทฤษฎีบท 1.1 
จึงสรุปไดวา กระดานหมากรุกยอยขนาด 𝑛𝑛−1

2
× 𝑛𝑛+1

2
 และกระดานหมากรุกยอยขนาด 𝑛𝑛+1

2
× 𝑛𝑛−1

2
 

เหลาน้ี มีการเดินแบบปดของมาเสมอ 

ตอไป เพ่ือใหงายตอการขยายแนวคิดในภายหลัง สําหรับกรณีน้ี เราจะใชสัญลักษณ 𝑛𝑛 แทน 

จํานวนแถวของกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) และ 𝑛𝑛� แทนจํานวนหลักของกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) 
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ดังน้ัน จากทฤษฎีบท 1.2 จะไดวา มีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 โดยเดินมา 1 ครั้งจาก

ตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนงหน่ึงเปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี  

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
 - �3, 𝑛𝑛�+1

2
�
𝐴𝐴
 และ �𝑛𝑛−1

2
, 2�

𝐴𝐴
 - �𝑛𝑛−3

2
, 4�

𝐴𝐴
 

มีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 โดยเดินมา 1 ครั้งจากตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนงหน่ึง

เปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี 

(2, 1)𝐵𝐵 - (4, 2)𝐵𝐵 และ �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
 - �𝑛𝑛+1

2
, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
  

 มีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 โดยเดินมา 1 ครั้งจากตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนงหน่ึง

เปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี 

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐶𝐶
 - �2, 𝑛𝑛�−5

2
�
𝐶𝐶
 และ �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 - �𝑛𝑛−1

2
, 2�

𝐶𝐶
 

 และมีการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 โดยเดินมา 1 ครั้งจากตําแหนงหน่ึงไปยังอีกตําแหนง

หน่ึงเปนคู ๆ จํานวน 2 คู ดังน้ี 

(1, 3)𝐷𝐷 - (2, 1)𝐷𝐷 และ �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 - �𝑛𝑛−5

2
, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 

 ทั้งน้ีในความเปนจริงแลวหากหมุนกระดาน 𝐵𝐵 และกระดาน 𝐷𝐷 ไป 90 องศาในทิศทางตามเข็ม

นาฬิกา จะไดวาตําแหนงทั้ง 2 คู บนกระดานทั้งสอง คือ ตําแหนงเดียวกันกับตําแหนงทั้ง 2 คูบน

กระดาน 𝐴𝐴 และกระดาน 𝐶𝐶 ตามลําดับ ดังรูป 2.5 

 

  

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.5 การเดินของมาที่ผานตําแหนง 2 คู ของกระดาน 𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 และ 𝐷𝐷 
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จะเห็นวามาสามารถเดินขามกระดานยอยทั้งสี่ที่แบงออกมาไดโดย  

เดินขามระหวางกระดาน 𝐴𝐴 ไปกระดาน 𝐵𝐵 ดวยการเดินมาระหวางตําแหนง 2 คู คือ 

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
- (2, 1)𝐵𝐵 และ (4, 2)𝐵𝐵- �3, 𝑛𝑛�+1

2
�
𝐴𝐴
 

เดินมาขามระหวางกระดาน 𝐵𝐵 ไปกระดาน 𝐶𝐶 ดวยการเดินมาระหวางตําแหนง 2 คู คือ 

�𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
-  �1, 𝑛𝑛�−1

2
�
𝐶𝐶
 และ �2, 𝑛𝑛�−5

2
�
𝐶𝐶

- �𝑛𝑛+1
2

, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
 

และเดินมาขามระหวางกระดาน 𝐶𝐶 ไปกระดาน 𝐷𝐷 ดวยการเดินมาระหวางตําแหนง 2 คู คอื 

�𝑛𝑛−1
2

, 2�
𝐶𝐶
 - �𝑛𝑛−1

2
, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 และ �𝑛𝑛−5

2
, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
- �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 

ดังน้ันจะไดวาการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ทําไดโดย ยกเลิกการเดินผาน

ตําแหนงทั้ง 2 คูดังกลาว บนกระดาน 𝐵𝐵 และ กระดาน 𝐶𝐶 และ ยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ 

�1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
- �3, 𝑛𝑛�+1

2
�
𝐴𝐴
 บนกระดาน 𝐴𝐴 และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ �𝑛𝑛−1

2
, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 - 

�𝑛𝑛−5
2

, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 บนกระดาน 𝐷𝐷  

ตอมาเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของ

มาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2,1)𝐵𝐵 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง 

�𝑛𝑛+1
2

, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
  แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง  �2, 𝑛𝑛�−5

2
�
𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 

ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 2�
𝐶𝐶
 แลวเดินมาขามไป

กระดาน 𝐷𝐷 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ไปจนถึง

ตําแหนง �𝑛𝑛−5
2

, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมา

บนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐶𝐶
 แลว

จึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 

𝐴𝐴 ที่ตําแหนง �3, 𝑛𝑛�+1
2
�
𝐴𝐴
 สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบน

กระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมาตําแหนงเริ่มตน  

รูป 2.6 ดานลางน้ีแสดงการยกเลิกการเดินบนกระดานตาง ๆ ตามการอธิบายขางตนดวยเสนประ 

และแสดงเสนทางการเดินเช่ือมระหวางกระดานยอย ๆ ทั้งสี่ดวยเสนทึบ  

 



การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1)   

72 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.6 การเดินของมาที่ยกเลิกไปและการเดินของมาเช่ือมระหวางกระดาน 

ตัวอยาง 2.1 พิจารณากระดานวงแหวน (11, 11, 1) เริ่มจากการแบงกระดานวงแหวน (11, 11, 1) 

ออกเปนกระดานยอย ๆ ขนาด 5 × 6 และ 6 × 5 อยางละ 2 กระดาน ซึ่งจะสามารถหาเสนทางเดิน

แบบปดของมาในแตละกระดานยอย 4 กระดานไดดังรูป 2.7 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการ

เดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ  

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.7 การเดินแบบปดของมาบนกระดานยอยทั้งสี่ 

ตอมายกเลิกการเดินผานตําแหนงทั้ง 2 คู คือ (2, 1)𝐵𝐵 - (4, 2 )𝐵𝐵, (5, 5)𝐵𝐵 - (6, 3)𝐵𝐵, (1, 5)𝐶𝐶 - 

(2, 3)𝐶𝐶 และ (3, 1)𝐶𝐶 - (5, 2)𝐶𝐶 บนกระดาน 𝐵𝐵 และ กระดาน 𝐶𝐶 ตามลําดับ และ ยกเลิกการเดินผาน

ตําแหนง 1 คู คือ (1, 5)𝐴𝐴 - (3, 6)𝐴𝐴 บนกระดาน 𝐴𝐴 และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ  

(5, 5)𝐷𝐷 – (3, 4)𝐷𝐷 บนกระดาน 𝐷𝐷 
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แลวเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของ

มาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง (1, 5)𝐴𝐴 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2, 1)𝐵𝐵 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง 

(6, 3)𝐵𝐵 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (2, 3)𝐶𝐶 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง (5, 2)𝐶𝐶 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐷𝐷 ที่

ตําแหนง (5, 5)𝐷𝐷  

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ไปจนถึง

ตําแหนง (3, 4)𝐷𝐷 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (3, 1)𝐶𝐶 จากน้ันเดินมาบน

กระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง  (1, 5)𝐶𝐶 แลวจึงเดิน

มาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (5, 5)𝐵𝐵 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐴𝐴 ที่ตําแหนง 
(3, 6)𝐴𝐴  

สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมา

ตําแหนงเริ่มตน ดังรูป 2.8 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 2.8 การเดินของมาที่เดินเช่ือมระหวางกระดานยอย  

เมื่อเรานํามาเรียงเขียนแนวการเดินทั้งกระดานใหมจะไดดังรูป 2.9 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึง

ลําดับการเดินของมาบนกระดานวงแหวน (11, 11, 1) 

นอกจากน้ี เมื่อเรายกเลิกการเดินผานตําแหนงทั้ง 2 คู บนกระดาน 𝐵𝐵 และกระดาน 𝐶𝐶 และ 

ยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู บนกระดาน 𝐴𝐴 และกระดาน 𝐷𝐷 ตามที่ไดกลาวมาขางตนแลว เรา

อาจหาเสนทางการเดินแบบปดของมาอีกเสนทางหน่ึง โดยเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึง

บนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐴𝐴
 แลว 
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รูปที่ 2.9 การเดินของมาบนกระดานวงแหวน (11, 11, 1) 

เดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2, 1)𝐵𝐵 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐵𝐵
  แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง 

 �1, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึง

ตําแหนง �𝑛𝑛−1
2

, 2�
𝐶𝐶
 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐷𝐷 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−1

2
, 𝑛𝑛�−1
2
�
𝐷𝐷
  

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ไปจนถึง

ตําแหนง �𝑛𝑛−5
2

, 𝑛𝑛�−3
2
�
𝐷𝐷
 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛−5

2
, 1�

𝐶𝐶
 จากน้ันเดินมา

บนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง �2, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐶𝐶
 แลว

จึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง �𝑛𝑛+1
2

, 𝑛𝑛�−5
2
�
𝐵𝐵
 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 

𝐴𝐴 ที่ตําแหนง �3, 𝑛𝑛�+1
2
�
𝐴𝐴
 สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบน

กระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมาตําแหนงเริ่มตน  

ตัวอยางตอไปน้ีแสดงเสนทางเดินแบบปดของมาอีกเสนทางหน่ึงที่ไดนําเสนอ 

ตัวอยาง 2.2 พิจารณากระดานวงแหวน (13, 13, 1) ในทํานองเดียวกับตัวอยาง 2.1 จะไดวา 

เสนประที่แสดงในรูป คือ เสนทางที่มาจะเดินขามระหวางกระดานยอยทั้งสี่ และตัวเลขที่กํากับ

หมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ 
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รูปที่ 2.10 การเดินของมาที่เดินเช่ือมระหวางกระดานยอย 

ซึ่งจะนํามาเรียงเขียนแนวการเดินทั้งกระดานไดดังรูป 2.11 ทั้งน้ีตัวเลขที่กํากับหมายถึงลําดับการเดิน

ของมาบนกระดานวงแหวน (13, 13, 1) 

 

 

 

 

 

 

 
 

รูปที่ 2.11 การเดินของมาบนกระดานวงแหวน (13, 13, 1) 

3. สรุปและอภิปรายผล  

ในกรณีที่ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคูที่ 𝑛𝑛 ≥ 4 จะไดวากระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) มี 𝑛𝑛2 − 1 ชอง ซึ่ง

เปนจํานวนคี่ ทําใหชองสีขาวและชองสีดํามีจํานวนไมเทากัน จากขอสังเกตในหัวขอที่ 1 ทําใหไดวา 

ไมมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนคู ดังน้ันจากการ

วิเคราะหในหัวขอ 2 ทําใหสามารถสรุปเปนทฤษฎีบทไดดังตอไปน้ี 
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ทฤษฎีบท 3.1 สําหรับจํานวนนับ 𝑛𝑛 ที่ 𝑛𝑛 ≥ 2 จะมีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน 

(𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) ก็ตอเมื่อ 𝑛𝑛 เปนจํานวนเต็มคี่ที่ 𝑛𝑛 ≠ 5 

จากหัวขอที่ 2 แมวาจะมีตําแหนงที่แนนอนในการแบงกระดานวงแหวน (𝑛𝑛,𝑛𝑛, 1) และตําแหนงที่

แนนอนในการเดินขามระหวางกระดานยอยที่แบงแลว แตสิ่งที่ยังคงยุงยาก คือ การหาการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดานยอย ๆ เหลาน้ัน อยางไรก็ดีหากสังเกตจากตัวอยาง 2.1 และ 2.2 จะเห็นวา 

หากไดทางเดินแบบปดของมาบนกระดานยอยกระดานหน่ึงแลว สามารถนํามาหมุนหรือพลิกเพ่ือ

สรางเปนทางเดินแบบปดของมาบนกระดานยอยที่เหลือได  

ย่ิงไปกวาน้ันหากขยายแนวคิดไปสูกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) เมื่อ 𝑚𝑚 ≥ 11 และ 𝑘𝑘 ≥ 0 

จะสามารถแบงกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1) ออกเปนสี่สวน แลวเปลี่ยนตัวแปร 𝑛𝑛 และ 𝑛𝑛� ใน

กรณี 5 ของหัวขอที่ 2 เปน 𝑚𝑚 และ 𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘 ตามลําดับ ก็จะไดทฤษฎีบทดังตอไปน้ี ซึ่งถือเปน

ภาคขยายสวนหน่ึงของทฤษฎีบท 3.1  

ทฤษฎีบท 3.2 สําหรับจํานวนเต็มคี่ 𝑚𝑚 ที่ 𝑚𝑚 ≥ 11 และจํานวนเต็ม 𝑘𝑘 ที่ 𝑘𝑘 ≥ 0 จะมีการเดินแบบปด

ของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑚𝑚 + 4𝑘𝑘, 1)  

ตัวอยาง 3.1 พิจารณากระดานวงแหวน (11, 15, 1) น่ันคือ 𝑚𝑚 = 11 และ 𝑘𝑘 = 1 

เริ่มตนแบงกระดานวงแหวน (11, 15, 1) เปนกระดานยอยขนาด 5 × 8 จํานวน 2 กระดาน และ

กระดานยอยขนาด 6 × 7 จํานวน 2 กระดาน ดังรูป 3.1 

 

 

 

 

รูปที่ 3.1 แนวการแบงกระดานวงแหวน (11, 15, 1) 

จะสามารถหาเสนทางเดินมาแบบปดในแตละกระดานยอย 4 กระดาน ไดดังรูป 3.2 ทั้งน้ีตัวเลขที่

กํากับหมายถึงลําดับการเดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ 
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รูปที่ 3.2 ลําดับการเดินของมาบนกระดานยอยตาง ๆ 

ยกเลิกการเดินผานตําแหนงทั้ง 2 คู คือ (2, 1)𝐵𝐵 - (4, 2)𝐵𝐵, (5, 7)𝐵𝐵 - (6, 5)𝐵𝐵, (1, 7)𝐶𝐶 - (2, 5)𝐶𝐶 

และ (3, 1)𝐶𝐶 - (5, 2)𝐶𝐶 บนกระดาน 𝐵𝐵 และ กระดาน 𝐶𝐶 ตามลําดับ และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 

1 คู คือ (1, 7)𝐴𝐴 - (3, 8)𝐴𝐴 บนกระดาน 𝐴𝐴 และยกเลิกการเดินผานตําแหนง 1 คู คือ (3, 6)𝐷𝐷 - 

(5, 7)𝐷𝐷 บนกระดาน 𝐷𝐷  

ตอมาเริ่มการเดินมาจากตําแหนงใดตําแหนงหน่ึงบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของ

มาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนถึงตําแหนง (1, 7)𝐴𝐴 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (2, 1)𝐵𝐵 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง 

(5, 7)𝐵𝐵 แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (1, 7)𝐶𝐶 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทาง

การเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึงตําแหนง (5, 2)𝐶𝐶  แลวเดินมาขามไปกระดาน 𝐷𝐷 ที่

ตําแหนง (5, 7)𝐷𝐷 จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐷𝐷 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐷𝐷 

ไปจนถึงตําแหนง (3, 6)𝐷𝐷 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐶𝐶 ที่ตําแหนง (3, 1)𝐶𝐶 

จากน้ันเดินมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐶𝐶 ไปจนถึง

ตําแหนง (2, 5)𝐶𝐶 แลวจึงเดินมาขามกลับมากระดาน 𝐵𝐵 ที่ตําแหนง (6, 5)𝐵𝐵 จากน้ันเดินมาบน

กระดาน 𝐵𝐵 ดวยเสนทางการเดินแบบปดของมาบนกระดาน 𝐵𝐵 ไปจนถึงตําแหนง (4, 2)𝐵𝐵 แลวจึงเดิน

มาขามกลับมากระดาน 𝐴𝐴 ที่ตําแหนง (3, 8)𝐴𝐴 สุดทายเดินมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ดวยเสนทางการเดินแบบ

ปดของมาบนกระดาน 𝐴𝐴 ไปจนกลับมาตําแหนงเริ่มตน ดังรูป 3.3 
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รูปที่ 3.3 การเดินของมาที่เดินเช่ือมระหวางกระดาน 

เมื่อเรานํามาเรียงเขียนแนวการเดินทั้งกระดานใหมจะไดดังรูป 3.4 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3.4 การเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (11, 15, 1) 

สําหรับผูที่สนใจศึกษาเพ่ิมเติม อาจพิจารณาขยายปญหาไปในแนวทางตาง ๆ ดังตอไปน้ี 

 1. พิจารณาวามีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 1) เมื่อ 𝑚𝑚 < 11 และ 

 𝑛𝑛 < 11  หรือไม 

 2. พิจารณาวามีการเดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่ 𝑟𝑟 ≥ 2 หรือไม 
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 3. นอกจากการเดินมาแบบปกติที่นําเสนอในบทความน้ีแลว Chia และ Ong [1] ยังไดนําเสนอ

การเดินมาแบบ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) เมื่อ 𝑎𝑎 ≤ 𝑏𝑏 ซึ่งคือการเดินมาที่มาจะเดินไปในแนวนอนหรือแนวต้ังจํานวน 𝑎𝑎 

ชองแลวหมุนในระนาบเดียวกัน 90 องศากับแนวเดิมและเดินตอไปอีก 𝑏𝑏 ชอง ดังน้ันผูสนใจอาจ

พิจารณาวาสําหรับการเดินมาแบบ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) เมื่อ 𝑎𝑎 และ 𝑏𝑏 เปนจํานวนเต็มบวกที่กําหนดให จะมีการ

เดินแบบปดของมาบนกระดานวงแหวน (𝑚𝑚,𝑛𝑛, 𝑟𝑟) ที่ 𝑟𝑟 ≥ 2 หรือไม 
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ช่ือบทความใชอักษรขนาด 20 ตัวหนา ช่ือหัวขอและช่ือหัวขอยอยใชอักษรขนาด 16 ตัวหนา สําหรับเน้ือหา คํา

บรรยาย และท่ีมาของตารางและรูปภาพ ใชอักษรขนาด 16 ตัวปกติ  

3. หัวขอท่ีตองมีในบทความ 

 ช่ือบทความ ช่ือผูเขียน : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

 ท่ีอยู  อีเมล : ภาษาอังกฤษ 

 บทคัดยอ คําสําคัญ : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

 บทนํา  สรุป   เอกสารอางอิง : ภาษาไทย และภาษาอังกฤษ 

4. การพิมพบทคัดยอ 

 บทคัดยอมีเพียงหน่ึงยอหนา โดยเปนการเขียนอยางกะทัดรัด ไดใจความ และไมมีรายการอางอิง 

5. การพิมพคําสําคัญ   

 คําสําคัญภาษาไทย แตละคําใหเวนชองวาง 1 ชอง โดยไมมีจุลภาคคั่น และเริ่มตนบรรทัดดวยคําวา  

“คําสําคัญ:” 

 คําสําคัญภาษาอังกฤษ แตละคําใหข้ึนตนดวยอักษรตัวพิมพใหญ ใหเวนชองวาง 1 ชอง โดยมีจุลภาคคั่น และ

เริ่มตนบรรทัดดวยคําวา “Keywords:”  

6. ช่ือ ท่ีอยู และอีเมลของผูเขียน 

 ระบุช่ือผูเขียนทุกคน และหนวยงานหรือท่ีอยูสําหรับติดตอ รวมท้ังอีเมลของทุกคน โดยพิมพชิดขอบขวาของ

กระดาษ 
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7. การพิมพหัวขอ หรือ หัวขอยอย  

ตําแหนงการพิมพใหพิมพชิดขอบซายของกระดาษ และการลําดับหัวขอ ใหใชตัวเลขในการลําดับหัวขอ และตอ

ดวยจุด เชน 1.  2.  สําหรับหัวขอยอยใหใชตัวเลขหัวขอ ตอดวยจุด และตามดวยตัวเลขลําดับหัวขอยอย เชน 2.1  

2.2 

8. คําแนะนําอ่ืน ๆ 

 คําศัพทวิชาการภาษาไทย ใหใชตามศัพทบัญญตัิของสํานักงานราชบัณฑิตยสถาน ดูไดท่ี 

     http://rirs3.royin.go.th/coinages/webcoinage.php 

 การเวนวรรค ใหใชระยะชองวาง 1 ชอง  

 ตัวแปร ใหพิมพดวยตัวเอียง 

 สมการ ใหใชการพิมพ ไมอนุญาตใหใชในลักษณะรูปภาพ สําหรับลําดับหมายเลขกํากับสมการ ใหเขียน

หมายเลขอยูในวงเล็บเล็ก และวางชิดขอบขวาของกระดาษ  

 รูปภาพ เปนภาพขาวดํา และลายเสนตาง ๆ ใหใชเสนสีดํา ท้ังน้ีตองมีหมายเลข และคําบรรยายกํากับใตรูป 

โดยพิมพในรูปแบบ : “รูปท่ี หมายเลขรูป คําบรรยายรูป” เชน รูปท่ี 1 แผนภาพแสดงความสัมพันธ ท้ังน้ี

กรณีมีรูปยอย ใหใช (ก) (ข) (ค) ... ตอจากหมายเลขรูป เชน รูปท่ี 1(ก)  รูปท่ี 1(ข)  

 ตาราง ใหใชเสนตารางเปนเสนสีดํา โดยตองมีหมายเลข และคําบรรยายกํากับเหนือตาราง โดยพิมพในรูปแบบ 

“ตารางท่ี หมายเลขตาราง คําบรรยายตาราง”  

 ท้ังน้ีตําแหนงของ รูปภาพ ตาราง และคําบรรยาย ใหจัดไวก่ึงกลางของหนากระดาษ และหากนํารูปภาพ หรือ

ตาราง มาจากแหลงอ่ืน โปรดระบุแหลงท่ีมาดวย โดยระบุไวใตรูปภาพหรือตารางน้ัน 

9. เอกสารอางอิง 

 การพิมพรายการเอกสารอางอิงใชตามหลักเกณฑ APA (American Psychological Association) ฉบับท่ี 6 

(ศึกษาเพ่ิมเติมไดท่ี https://arc.nstru.ac.th/resources/word/newupload.pdf) การเรียงลําดับเอกสารอางอิง

ใหเรียงตามลําดับตามอักษรแรกท่ีปรากฏของเอกสารอางอิง โดยเริ่มตนจากเอกสารอางอิงภาษาไทยกอนจนครบ 

แลวตอดวยเอกสารอางอิงภาษาอังกฤษ โดยเอกสารอางอิงภาษาไทยจะตองเขียนเปนภาษาอังกฤษดวย 
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สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 
ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวงัใหม เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330 

                  โทร 0-2252-7980  Email: MathThaiOrg@gmail.com 
 

 

วัตถุประสงค 1. เพื่อสงเสริมและสนับสนนุการศึกษา และงานวิจัยทางคณิตศาสตร 

2. เพื่อพัฒนาและแลกเปลี่ยนความรูทางการสอนคณิตศาสตร 

3. เพื่อเผยแพรความรูทางคณิตศาสตร 

4. เพื่อสงเสริมวิชาชีพที่เก่ียวกับคณิตศาสตร 

5. เพื่อสรางความสัมพันธกับองคกรทางคณิตศาสตรในประเทศและตางประเทศ 

ประเภทของสมาชิก 

สมาชิกมี  3  ประเภท  คือ  สมาชิกกิตติมศักดิ์  สมาชิกสามญั และสมาชิกวารสาร 

 สมาชิกสามัญ  สําหรับผูที่มีความสนใจ หรือผูที่มีวชิาชีพเก่ียวกับคณิตศาสตร  

สิทธิและหนาท่ีของสมาชิกสามัญ 

1. มีสิทธิประดบัเคร่ืองหมายของสมาคมฯ 

2. มีสิทธิไดรับวารสารคณิตศาสตรของสมาคมฯ ตลอดระยะเวลาทีเ่ปนสมาชิก 

3. มีสิทธิเขารวมประชุมสามญัประจําป และรวมกิจกรรมที่สมาคมฯ จัดข้ึน 

4. มีสิทธิออกเสียงลงคะแนนเลือกกรรมการบริหารสมาคมฯ 

5. มีสิทธิไดรับการเสนอชื่อ เพื่อรับการเลือกตั้งเปนกรรมการบริหารสมาคมฯ 

6. มีสิทธิเสนอความคิดเห็นเก่ียวกับกิจการของสมาคมฯ ตอคณะกรรมการบริหารสมาคมฯ 

7. มีสิทธิขอรับทุนการศึกษาของสมาคมฯ เพื่อตนเอง หรือบุตรของสมาชิก 

8. มีหนาที่รักษาไวซึ่งเกียรติและมารยาทอันดงีามของสมาชิก 

9. มีหนาที่ปฏิบัติตามระเบียบขอบงัคับของสมาคมฯ  
 สมาชิกวารสาร  สําหรับบุคคลหรือหนวยงานที่มีความสนใจรับวารสารคณิตศาสตรของสมาคมฯ 

เปนประจาํ 

สิทธิของสมาชิกวารสาร 

1. มีสิทธิไดรับวารสารคณิตศาสตรของสมาคมฯ ตลอดระยะเวลาทีเ่ปนสมาชิก 
2. มีสิทธิเสนอความคิดเห็นอันเปนประโยชน ตอคณะกรรมการบริหารสมาคมฯ  
3. มีสิทธิไดรับความชวยเหลือในทางการศึกษาคณิตศาสตร หรือความชวยเหลือในประการ

อ่ืนใด เทาที่คณะกรรมการบริหารสมาคมฯ จะจัดทาํใหได  
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คาสมัครสมาชิก  คาลงทะเบียนในการสมัครคร้ังแรก 30 บาท 

คาสมาชิกสามัญ คาสมาชิกวารสาร วาระการเปนสมาชิก (สามัญรายป และวารสาร)   
เร่ิมในวันที่ 1 พฤษภาคม ของทุกป  
และสิ้นสุดในวนัที่ 30 เมษายน ของปตอไป 

ตลอดชีพ  3,000   บาท 
รายป      250      บาท 

250 บาทตอป 

 

ดาวนโหลด  ใบสมัครสมาชิกสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ไดที่  

        http://www.mathassociation.net หัวขอ “สมัคร”  
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ใบสมัครสมาชิก 

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

วันท่ี ............. เดือน .......................... พ.ศ. ............. 

ขาพเจา (ช่ือ-นามสกุล) .............................................................................................. อาชีพ ...................................... 

เบอรโทรศัพท ............................................... อีเมล ................................................... 

มีความประสงคจะสมคัรเปนสมาชิกสมาคมคณติศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ  สมาชิกประเภท  

 สมาชิกสามญัตลอดชีพ (3,000 บาท)   สมาชิกสามญัรายป (250 บาท) 

 สมาชิกวารสาร (250 บาท) 

พรอมใบสมัครน้ีไดชําระ คาสมาชิกและ/หรือ   คาลงทะเบียนสมัครครั้งแรก จํานวน - 30 -  บาท 

          รวมเปนเงิน ............................................. บาท (..........................................................................) 

โดย    โอนเงิน ไปยังธนาคารกรุงไทย  สาขาจามจุรสีแควร   เลขท่ีบัญชี  162-0-25671-1 

              ช่ือบัญชี : “สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ (สอบและอบรม)” 

         เงินสด (ในกรณีท่ีมาตดิตอดวยตนเองท่ีสมาคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ 

        ช้ัน 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย) 

ท่ีอยูสําหรับจัดสงวารสาร กรุณาเขียนตัวบรรจง 
 

ช่ือ................................................................................................................................................................ 

เลขท่ี ............................. ซอย ....................................... หมูท่ี ....................................... 

ถนน .............................................. ตําบล ....................................... อําเภอ ....................................... 

จังหวัด .................................... รหัสไปรษณยี ...............................  
 

 

 

ลงนาม............................................................ ผูสมัคร 

 (..............................................................................) 

 

 

(สําหรับเจาหนาท่ี)  เลขท่ีใบเสร็จ.......................... 
รับเงินคาสมาชิกจํานวน. .................................... 
วันท่ี ................................................. 

สงใบสมัครสมาชิก พรอมหลักฐานการโอนเงิน มาท่ี 
(ก)  สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ   
    ตูป.ณ. 2022 ปณฝ. จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย กรุงเทพมหานคร 10332 

หรือ  (ข)  อีเมล MathThaiOrg@gmail.com แลวทางสมาคมฯ จะแจงยืนยันการสมัครสมาชิกใหทานทราบ 

 สมาชิกใหม 

 ตออายุ  เลขท่ีสมาชิกเดิม................. 
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สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ วางพานพุมถวายราชสักการะ  

“พระบิดาแหงวิทยาศาสตรไทย” 
 

  

 

 

 

 

 

 

 

เมื่อวันอาทิตยที่ 18 สิงหาคม 2562 ที่ผาน

มา ผูชวยศาสตราจารย รจิต วัฒนสินธุ  

นายกสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ 

พรอมดวยกรรมการสมาคมคณิตศาสตรแหง

ประเทศไทยฯ เขารวมพิธีวางพานพุมและ

ถวายราชสักการะ พระบาทสมเด็จพระจอม

เกลาเจาอยูหัว ในฐานะทรงเปน “พระบิดาแหงวิทยาศาสตรไทย” เน่ืองในวันวิทยาศาสตรแหงชาติ ณ 

บริเวณลานพระบรมราชานุสาวรียพระบาทสมเด็จพระจอมเกลาเจาอยูหัว กระทรวงการอุดมศึกษา 

วิทยาศาสตร วิจัย และนวัตกรรม เพ่ือนอมรําลึกถึงพระมหากรุณาธิคุณที่ทรงมีตอวงการวิทยาศาสตร

ไทยและประเทศชาตินับอเนกประการ สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ขอนอมถวายความ

จงรักภักดี ดวยสํานึกในพระมหากรุณาธิคุณเปนลนพนอันหาที่สุดมิได 
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สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ วางพานพุมถวายราชสักการะ  

“พระบิดาแหงเทคโนโลยีของไทย” 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
เมื่อวันเสารที่ 19 ตุลาคม 2562 ที่ผานมา อ. ดร. ฉวีวรรณ กีรติกร อุปนายกสมาคมคณิตศาสตรแหง

ประเทศไทยฯ พรอมดวยกรรมการสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ เขารวมพิธีวางพานพุมและ

ถวายราชสักการะ เพ่ือเทิดพระเกียรติพระบาทสมเด็จพระบรมชนกาธิเบศร มหาภูมิพลอดุลยเดช

มหาราช บรมนาถบพิตร ในฐานะทรงเปน “พระบิดาแหงเทคโนโลยีของไทย” เน่ืองใน “วันเทคโนโลยี

ของไทย” ประจําป 2562 ณ บริเวณลานพระบรมราชานุสาวรียพระบาทสมเด็จพระจอมเกลา

เจาอยูหัว กระทรวงการอุดมศึกษา วิทยาศาสตร วิจัย และนวัตกรรม สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศ

ไทยฯ นอมสํานึกในพระมหากรุณาธิคุณที่ทรงมีตองานดานเทคโนโลยีของไทยเปนลนพนอันหาที่สุด

มิได 
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การประกวดโครงงานคณิตศาสตร ป 2562 

กิจกรรมหน่ึงที่ เปนการสนับสนุนการศึกษาและพัฒนาดานคณิตศาสตร ของสมาคม

คณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ คือ การจัดประกวดโครงงานคณิตศาสตร ในระดับมัธยมศึกษาตอนตน

และมัธยมศึกษาตอนปลาย โดยรวมมือกับสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี โดยมี

หลักการวาตองเปนโครงงานใหมที่มีความนาสนใจ มีความคิดริเริ่มสรางสรรค มีประโยชน และเนนถึง

ความถูกตองของเน้ือหาทางคณิตศาสตร โดยโรงเรียนจะคัดเลือกโครงงานเขาประกวด ระดับละ 1 

โครงงาน (ทุกโครงงานตองมีนักเรียนรวมกันจัดทํา 3 ถึง 4 คน) มีการตัดสินสองรอบ หากผานเขา

ประกวดรอบสอง นักเรียนตองนําโครงงานมาจัดแสดงและเสนอผลงาน ทั้งในรูปแบบโปสเตอรและ

ปากเปลา ในชวงงานสัปดาหวันวิทยาศาสตรแหงชาติ 

ในป 2562 น้ี มีโครงงานสงเขาประกวด คือ ระดับมัธยมศึกษาตอนตน จํานวน 26 โครงงาน 

และระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย จํานวน 32 โครงงาน  สําหรับการประกวดรอบสุดทาย จัดขึ้นในวัน

อาทิตยที่ 18 สิงหาคม 2562 ณ อิมแพค เมืองทองธานี ฮอลล 11 

 
 
 

 

ผูรับรางวัล ระดับมัธยมศึกษาตอนตน ถายภาพรวมกับคณะกรรมการฯ 

ผูรับรางวัล ระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย ถายภาพรวมกับคณะกรรมการฯ 
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ผลการประกวดโครงงานคณิตศาสตร ระดบัมัธยมศึกษาตอนตน ป 2562 
 

รางวัลที่ 1 ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 10,000 บาท 

ชื่อโครงงาน การศึกษาลําดับฟโบนักชีของตาสับปะรดกับ 

คาความหวานเพ่ือการพยากรณเอทานอล 

โรงเรียน สตรพัีทลุง จ.สตูล 

 เด็กหญิง ภาวิดา ดวงขวัญ 

 เด็กหญิง ศุภิศรา หนูในนํ้า 

 เด็กหญิง อัชฌา ไชยชนะ 
 

 

รางวัลที่ 2 ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 8,000 บาท 

ชื่อโครงงาน Hometown Tessellation Stickers 

โรงเรียน สระหลวงพิทยาคม จ.พิจิตร 

เด็กชาย ศิวกร เศษบุบผา 

เด็กหญิง มณิสร อ่ิมสมโภชน 

เด็กหญิง พกาวรรณ พลายกมุพล 

เด็กหญิง ธมลวรรณ ปาคําวัง 
 

รางวัลที่ 3 ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 6,000 บาท 

ชื่อโครงงาน ความสัมพันธระหวางรัศมีวงกลมแนบในรูปสามเหลี่ยมมมุฉากที่คลายกัน 

โรงเรียน ภูเก็ตวิทยาลัย จ.ภูเก็ต 

เด็กหญิง ปริชญา สิทธิกลุ 

เด็กหญิง ณิชา โสภานนท 

เด็กชาย ภูริศ หลิมพัฒนวงศ  
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ผลการประกวดโครงงานคณติศาสตร ระดับมัธยมศึกษาตอนตน ป 2562 (ตอ) 

รางวัลชมเชย ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 4,000 บาท มีสองรางวัล 

(1) ชื่อโครงงาน ความสัมพันธของระยะทางจากจุดมุมของรูปสีเ่หลี่ยมมุมฉากไปยังจุดปลายของ

สวนของเสนตรงใด ๆ ที่ขนานกับดานใดดานหน่ึงของ

รูปสี่เหลี่ยมมุมฉาก 

โรงเรียน หองสอนศึกษาในพระอุปถัมภ จ.แมฮองสอน  
เด็กหญิง ศิริวรรณ ชุมชัย 

เด็กหญิง ยุพา นภาคีรี 

เด็กหญิง เข็มจริา ธนกรสกุล 
 

(2) ชื่อโครงงาน การหารูปแบบคําตอบทั่วไปโดยอาศัยการแยกตัวประกอบในรูปกําลังสมบูรณ 

โรงเรียน ตะก่ัวปา “เสนานุกูล” จ.พังงา 

เด็กหญิง กรรณิการ คงชู 

เด็กหญิง ภัทฑิรา แปโค 

เด็กหญิง พีรดา ศรีทรัพย 

เด็กหญิง อภิชญา สุขนุช 
 

 

ผลการประกวดโครงงานคณิตศาสตร ระดบัมัธยมศึกษาตอนปลาย ป 2562 

รางวัลที่ 1 ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 10,000 บาท 

ชื่อโครงงาน ศกึษาอัตราสวนของพ้ืนที่ผิวบรรจุภัณฑกรวย

ยอดตัดใหมตอบรรจุภัณฑกรวยยอดตัดเติม  

เมื่อเปลี่ยนแปลงมุมที่เสนสูงเอียง และหามมุที ่

เสนสูงเอียงที่เหมาะสมสําหรบัการสรางบรรจุภัณฑ 

โรงเรียน ชาณุวิทยา จ.กําแพงเพชร 

นาย สหรัตน เหมือนแสง 

นางสาว กฤตพร ขุนแขวง 

นางสาว ชลธิชา เล็กวงค 

นางสาว นภัสวรรณ ชอบธรรม 
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รางวัลที่ 2 ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 8,000 บาท 

ชื่อโครงงาน การระบายสีจุดยอดของกราฟเคยเลยผลบวก 

โรงเรียน เซ็นตคาเบรียล กรงุเทพฯ 

นาย กฤติน วามานนท 

นาย ตนกลา วิบูลยเลิศวัฒนะ 

นาย เมธาวิน พูลเพ่ิม 

 

 
 

รางวัลที่ 3 ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 6,000 บาท มีสองรางวัล 

(1) ชื่อโครงงาน เกลียววงกนหอย และเกลียวเหลี่ยม    

กนหอยที่เกิดจากวัวพันหลัก หรือมุมดายเสนหน่ึงรอบ

หลอดดาย 

โรงเรียน นครสวรรค จ.นครสวรรค 

นาย สุกฤษฎ์ิ รุกขชาติ 

นางสาว ญณินชญา อุนจิตตวรรธนะ 

นางสาว โสภณัฐ จิตรเอก 
 

(2) ชื่อโครงงาน การศึกษาพฤติกรรมและสมบัติของจุดเซนทรอยดที่ไดจากการแบงดานแบบภายใน

ของรูปสามเหลี่ยมใด ๆ 

โรงเรียน ภูเก็ตวิทยาลัย จ.ภูเก็ต 

นางสาว บุญสิตา ศรีชัย 

นางสาว อัมนี หิมะ 

นางสาว ธรรญญสรณ วศินวสุกุล 
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ผลการประกวดโครงงานคณติศาสตร ระดับมัธยมศึกษาตอนปลาย  ป 2562 (ตอ) 

รางวัลชมเชย ไดรับโล พรอมบัตรประกาศเกียรติคุณ และเงินรางวัล 4,000 บาท มีสองรางวัล 

(1) ชื่อโครงงาน หุนยนตวาดลวดลายจากความสัมพันธของสมการเสนโคงไฮโพโทรคอยด และ

สมการเสนโคงเอพิโทรคอยด 

โรงเรียน วิทยาศาสตรจุฬาภรณราชวิทยาลัย มุกดาหาร 

  จ.มุกดาหาร 

นางสาว พรชิตา ศรีโฉม 

นางสาว พรชนก พนมสินรัตน 

นางสาว พิมพบุญ บุญศร ี

 

(2) ชื่อโครงงาน ถอดรหัสลําดับฟโบนักชี กับการลูเขาสูอัตราสวนทองคํา และอัตราสวนอ่ืน ๆ ที่

สัมพันธกับลําดับเรขาคณิต และเอกซโพเนนเชียลของการสั่นแบบ Under Damped 

โรงเรียน แกนอยศึกษา จ.เชียงใหม 

นางสาว ลักคณา แซหลี ่

นางสาว อาฟู แซหลิว 

นางสาว พรนภัส แซจื้อ 
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ผลการประกวดโครงงานคณิตศาสตรในงาน  

World Innovation Competition and Exhibition 2019 (WICE 2019) 

ณ ประเทศมาเลเซีย 

ตามที่สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ใหการสนับสนุนการจัดการประชุมวิชาการสําหรับ

นักศึกษาระดับปริญญาบัณฑิต สาขาวิชาคณิตศาสตรประยุกต (Undergraduate in Applied 

Mathematics Conference : UAMC) เปนประจําทุกป โดยในป พ.ศ. 2562 UAMC 2019 จัดขึ้นที่ 

คณะวิทยาศาสตร สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาเจาคุณทหารลาดกระบัง เมื่อวันที่ 27 เมษายน 

2562 และมีโครงงานเขารวมนําเสนอแบบบรรยาย จํานวน 56 ผลงาน โครงงานที่นําเสนอแบบ

โปสเตอร จํานวน 63 ผลงาน จาก 11 สถาบันการศึกษา ซึ่งมีผูเขารวมงานทั้งสิ้น 406 คน 

ในการน้ีสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ 

ไดใหการสนับสนุนเพ่ิมแก โครงงานดัชนีวัดความ

เหมาะสมตอการเพาะปลูกและการพยากรณผลผลิต

ทุเรียนในประเทศไทยโดยใชเทคนิคเหมืองขอมูล และ 

GIS จากมหาวิทยาลัยธรรมศาสตร โดยคณะผูวิจัย

ประกอบดวย นางสาว ศุจินธร หงษหิน นางสาว ชนา

กาญ ปรียะพานิช นางสาว สัณหสิรี ภุมรา และมี 

ผูชวยศาสตราจารย ดร.ชัยณรงค เกษามูล และ  

รองศาสตราจารย ดร.สุเพชร จิรขจรกุล เปนอาจารย

ที่ปรึกษา เปนตัวแทนประเทศไทยเขารวมการ

ประกวดโครงการคณิตศาสตรระดับนานาชาติ ในการ

ประชุมวิชาการ World Innovation Competition 

and Exhibition (WICE 2019) ในระหวางวันที่ 2 - 6 

ตุลาคม 2562 ณ เมืองสุบังจายา  ประเทศมาเลเซีย 

ในการประกวดโครงงานในการประชุมวิชาการ 

WICE 2019 น้ัน โครงงานดัชนีวัดความเหมาะสมตอ

การเพาะปลูกและการพยากรณผลผลิตทุเรียนใน
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ประเทศไทยโดยใชเทคนิคเหมืองขอมูล และ GIS เปนโครงงานในกลุมสาขา Environmental & 

Biology ซึ่งมีโครงงานเขารวมการประกวดในกลุมน้ีจํานวนทั้งสิ้น 33 โครงงาน ผลการตัดสินโครงงาน

ดัชนีวัดความเหมาะสมตอการเพาะปลูกและการพยากรณผลผลิตทุเรียนในประเทศไทยโดยใชเทคนิค

เหมืองขอมูล และ GIS ไดรับรางวัลเหรียญเงิน และรางวัลพเิศษ SEGi Special Mention Award 

นับเปนการสรางช่ือเสียงดานคณิตศาสตรใหกับประเทศไทย และเปนการกระตุนใหเกิดความต่ืนตัว

ทางวิชาการในวงการคณิตศาสตรของประเทศไทย อีกดวย 
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เมื่อวันศุกรที่  25 ตุลาคม 2562 สมเด็จพระกนิษฐาธิราชเจา กรมสมเด็จพระเทพ

รัตนราชสุดาฯ สยามบรมราชกุมารี เสด็จพระราชดําเนินทรงเปดงาน 3 ทศวรรษ นํ้าพระทัยสมเด็จ

เจาฟาสูโอลิมปกวิชาการ ณ ศูนยนิทรรศการและการประชุมไบเทค บางนา กรุงเทพ ซึ่งจัดโดย

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.) มูลนิธิสงเสริมโอลิมปกวิชาการและ

พัฒนามาตรฐานวิทยาศาสตรศึกษา ในพระอุปถัมภสมเด็จพระเจาพ่ีนางเธอ เจาฟากัลยาณิวัฒนา 

กรมหลวงนราธิวาสราชนครินทร (สอวน.) และสํานักงานคณะกรรมการการศึกษาขั้นพ้ืนฐาน (สพฐ.) 

ในระหวางวันที่ 25 – 26 ตุลาคม 2562 เพ่ือเทิดพระเกีรยติและนอมรําลึกถึงพระเมตตาและ 
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พระกรุณาใน สมเด็จพระเจาพ่ีนางเธอ เจาฟากัลยาณิวัฒนา กรมหลวงนราธิวาสราชนครินทร และ

พระมหากรุณาธิคุณของสมเด็จพระกนิษฐาธิราชเจา กรมสมเด็จพระเทพรัตนราชสุดาฯ สยามบรม

ราชกุมารี ที่ทรงสนับสนุนโครงการโอลิมปกวิชาการ และการดําเนินงานของมูลนิธิ สอวน. โดย

นําเสนอผลการดําเนินงานของโครงการโอลิมปกวิชาการ และมูลนิธิ สอวน. ในชวงระยะเวลาที่ผานมา 
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รวมทั้งแนวทางการดําเนินงานในอนาคต ภายในงานยังมีกิจกรรมอีกมากมาย อาทิ การสาธิตการ

เรียนการสอนภายในคายโอลิมปกวิชาการ การบรรยายเสนทางสูโอลิมปกวิชาการ การแขงขันตอบ

ปญหาทางวิชาการ  

ในการน้ี สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ไดรับเชิญใหเขารวมจัดนิทรรศการภายใต

หัวขอ “กาวสูการแขงขันคณิตศาสตรโอลิมปกระหวางประเทศ” ซึ่งประกอบดวย ประวัติความเปนมา

ของการเขารวมการแขงขันคณิตศาสตรโอลิมปกระหวางประเทศ (International Mathematical 

Olympiad : IMO) ของประเทศไทยครั้งแรก เมื่อป พ.ศ. 2532 การรวมเปนเจาภาพ IMO 2015 ณ 

จ.เชียงใหม ผลการแขงขัน IMO จากอดีตถึงปจจุบัน ขอสอบการแขงขัน IMO ครั้งแรกของประเทศ

ไทย และหาผูแทนสําคัญของประเทศไทยใน IMO พรอมทั้งไดนําเสนอประวัติและกิจกรรมของ

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ จากอดีตสูปจจุบัน ทั้งน้ีสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ 

ยังไดนําหนังสือรวมขอสอบสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ และวารสารคณิตศาสตร  

ไปแจกจายแกผูสนใจภายในงานดวย 
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ชั้น 9 อาคารมหาวชิรุณหิศ คณะวิทยาศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย 

ถนนพญาไท แขวงวังใหม เขตปทุมวัน กรุงเทพฯ 10330

โทรศัพท และโทรสาร 0 – 2252 - 7980 

กิจกรรมของสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทย ในพระบรมราชูปถัมภ ประจําป พ.ศ. 2562

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ จัดกิจกรรมเพื่อกระตุนใหเกิดความตื่นตัวทางวิชาการใน

วงการคณิตศาสตร ระดับตาง ๆ ท้ังใหบริการทางวิชาการแกสังคม เพื่อใหบรรลุวัตถุประสงคของ

สมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ ท่ีตั้งไว ดังนี้ 

1. ผลิตวารสารและหนังสือวิชาการทางคณิตศาสตร 

o วารสารคณิตศาสตร (TCI กลุม 1) จํานวน 3 ฉบับตอป 

o Thai Journal of Mathematics (Scopus) จํานวน 3 ฉบับตอป

2. จัดอบรมครูคณิตศาสตรภาคฤดูรอน ระดับประถมศึกษา และมัธยมศึกษา

ระหวางวันท่ี 25 - 27 เมษายน 2562 ณ จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย

3. จัดสอบแขงขันคณิตศาสตร ระดับประถมศึกษา และมัธยมศึกษา วันอาทิตยท่ี 24 พฤศจกิายน 2562

4. จัดประชุมวิชาการทางคณิตศาสตรประจําป (AMM) ครั้งท่ี 24 ประจาํป พ.ศ. 2562 

ระหวางวันท่ี 15 – 17 พฤษภาคม 2562 โดยศูนยสงเสริมการวิจัยคณิตศาสตรแหงประเทศไทย 

ภายใตสมาคมคณิตศาสตรแหงประเทศไทยฯ

ซ่ึงมีภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยบูรพา เปนเจาภาพ

5. จัดสงผูแทนประเทศไทยเขารวมการแขงขันคณิตศาสตรโอลิมปกระหวางประเทศ 

รวมมือกับสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี (สสวท.)     

6. ใหการสนับสนุนและรวมมือกับหนวยงานอ่ืนในกิจกรรมสงเสริมวิชาการทางคณิตศาสตร
o ประกวดโครงงานคณิตศาสตร ระดับอุดมศึกษา 

The 8th Undergraduate in Applied Mathematics Conference (UAMC)

ซ่ึงมี ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร สถาบันเทคโนโลยีพระจอมเกลาเจาคุณทหารลาดกระบัง

เปนเจาภาพ  โดยจัดข้ึนในวันท่ี 27 เมษายน 2562

o ประกวดโครงงานคณิตศาสตร ระดับมัธยมศึกษา รวมมือกับสถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตร

และเทคโนโลยี (สสวท.)

โรงเรียนสงผลงาน ภายในวันจันทรท่ี 10 มิถุนายน 2562

ตัดสินผลรอบสุดทายวันอาทิตยท่ี 18 สิงหาคม 2562

o บรรยายสัญจรเก่ียวกับการเรียนการสอนคณิตศาสตร ในระดับมัธยมศึกษาตอนตนและตอนปลาย 

ในเขตพ้ืนท่ีจังหวัดเชียงราย ระหวางวันท่ี 13 – 14 กรกฎาคม 2562

www.mathassociation.net                   MathThaiOrg@gmail.com 
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